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PREFACIO

“Introduccién a la Matematica Superior: Teoria, Aplicaciones y Recursos Didacticos"
surge como una guia fundamental para adentrarse en el fascinante mundo de las
matematicas avanzadas. Este libro representa un recurso integral que combina la
rigurosidad tedrica con la relevancia practica de esta disciplina, ofreciendo un enfoque
Unico que abarca tanto los fundamentos tedricos como las aplicaciones
contemporaneas en diversos campos.

Concebido como un recurso educativo completo, esta obra se propone no solo
transmitir conocimientos abstractos, sino también brindar herramientas didacticas
innovadoras para facilitar la comprensién y el aprendizaje. Desde la teoria de conjuntos
hasta analisis funcional, desde la geometria algebraica hasta la teoria de niUmeros, este
libro abarca un amplio espectro de areas matematicas, presentandolas de manera
accesible y practica para estudiantes, educadores y entusiastas de las matematicas.

A lo largo de estas paginas, los lectores encontraran ejemplos claros, ejercicios
desafiantes y aplicaciones concretas que ilustran la importancia y el alcance de la
matematica superior en el mundo actual. Se incorporan, ademas, recursos didacticos
innovadores, como esquemas visuales, demostraciones paso a paso y conexiones
interdisciplinarias, con el objetivo de fomentar un aprendizaje dinamico y significativo.

Este libro no solo busca proporcionar conocimientos profundos sobre teorias
matematicas avanzadas, sino también inspirar un sentido de aprecio y admiracion por
la belleza y la utilidad de las matematicas en la resoluciéon de problemas complejos en
la ciencia, la ingenieria, la economia y otras areas del saber humano.

Esperamos que esta obra sirva como un valioso compafiero en el viaje hacia el
entendimiento de la matematica superior, desafiando y estimulando a los lectores a
explorar sus fascinantes aplicaciones y a descubrir la elegancia inherente en el lenguaje
universal de las matematicas.
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INTRODUCCION

La matematica es una disciplina que ha demostrado su valor incalculable en la sociedad
moderna. Su presencia se encuentra en todas las esferas de la vida, desde los sistemas
de navegacion por satélite que usamos para viajar, hasta los algoritmos de aprendizaje
automatico que alimentan nuestras aplicaciones de smartphone. Sin embargo, a pesar
de su importancia en nuestra vida cotidiana, existe una brecha significativa en la
comprension matematica en todos los niveles de educacidén. La presente obra,
“Introduccién a la Matematica Superior: Teoria, Aplicaciones y Recursos Didacticos”,
busca abordar esta brecha al proporcionar una introduccion accesible y comprensiva
a los conceptos matematicos mas avanzados para estudiantes y profesores
universitarios, con un enfoque especial en la comunidad de la Escuela Superior

Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), Ecuador.

Este libro esta organizado en cuatro capitulos clave que cubren los componentes
esenciales de las matematicas superiores: Funciones Reales, Limites y Continuidad,
Calculo Diferencial e Integral. Cada capitulo se inicia con una introduccién al tema
seguido de definiciones, teorias y aplicaciones de los conceptos. Los conceptos se
explican de manera clara y concisa, con ejemplos y ejercicios para ayudar a los lectores

a consolidar su comprension.

En el primer capitulo, los lectores exploraran el fascinante mundo de las funciones
reales. Aqui, se introduciran a las definiciones y las propiedades de las funciones, asi
como a como estas se pueden representar graficamente. Ademas, se discutiran
conceptos importantes como la inyectividad, sobreyectividad y biyectividad, ademas

de las operaciones con funciones y las caracteristicas de las funciones elementales.

El segundo capitulo se adentra en el estudio de los limites y la continuidad,
componentes fundamentales en el estudio de las matematicas superiores. Los lectores

aprenderan a calcular y entender la naturaleza de los limites, su significado y sus



implicaciones. Ademas, se exploraran conceptos profundamente vinculados a la

continuidad y las propiedades de las funciones continuas.

El tercer capitulo se dedica al Calculo Diferencial, una rama de las matematicas que es
esencial para una variedad de disciplinas, desde la fisica hasta la economia. Los lectores
aprenderan a calcular derivadas, entender su interpretacion geométrica y su
importancia en el estudio de las funciones. También se discutiran aplicaciones practicas
de las derivadas, como la regla de L'Hopital y la identificacion de maximos y minimos

de funciones.

En el cuarto capitulo de Calculo Integral, se aborda la otra cara de la moneda del
calculo, esencial para resolver problemas de areas, volumenes y muchos otros en la
ciencia y la ingenieria. Se introduciran conceptos como la integral indefinida y definida,

y se exploraran métodos de integracion y sus aplicaciones.

El quinto capitulo se dedica a la ensefianza aprendizaje de la matematica superior dese
la educacion 4.0, se analizan las actuales tendencias tecnologicas y didacticas. A pesar
de ello, es importante resaltar que este libro también contiene una seccidén de
"Recursos Tecnoldgicos" y "Recursos Didacticos" en cada capitulo. Estas secciones
estan disefladas para proporcionar a los lectores herramientas adicionales para
comprender y aplicar los conceptos discutidos. Estos recursos son de gran ayuda para
los profesores que buscan nuevas formas de ensefar estos temas complejos de una

manera mas interactiva y atractiva.

En resumen, este libro es una valiosa herramienta de aprendizaje para cualquier
persona que desee explorar el mundo de las matematicas superiores. Esta disefado
para ser accesible para los principiantes, pero también suficientemente detallado para
aquellos que buscan profundizar en estos temas. Se espera que este libro inspire a los
estudiantes y profesores a ver la belleza y la utilidad de las matematicas, allanando el

camino para futuros avances en ciencia, tecnologia, ingenieria y matematicas.
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CAPITULO I. FUNCIONES REALES

1.0 Introduccion al capitulo

El estudio de las funciones es fundamental en las matematicas superiores y es la base
para entender muchos conceptos importantes en areas como la fisica, la ingenieria y
la economia. En este primer capitulo, se exploraran las funciones de una variable real y

se presentaran las caracteristicas de las funciones elementales mas comunes.

Se definira el concepto de funcidn real y se explicarda cdbmo se representan en términos
de su dominio e imagen. Ademas, se abordara la representacion grafica de una funcion
y se discutiran las diferentes formas en que las funciones pueden ser representadas
visualmente. Para facilitar el aprendizaje y la enseflanza, se incluiran recursos

tecnologicos y didacticos en esta seccion.

Ademas, se presentaran las operaciones mas comunes que se realizan con funciones,
como la inyectividad, sobreyectividad, biyectividad y la funcién inversa. También se
discutira la monotonia de las funciones y cdmo se pueden utilizar para entender mejor
el comportamiento de una funcion. Los recursos tecnologicos y didacticos en esta
seccion ayudaran a los estudiantes a comprender mejor estas operaciones y a aplicarlas

en la resolucién de problemas.

En adicion, se estudiaran las caracteristicas de las funciones elementales mas comunes.
Se presentara la funcién lineal y su relacion con la pendiente de una recta, la funcion
cuadratica y su forma de parabola, la funcidn valor absoluto y su interpretacion
geométrica, asi como las funciones potenciales, exponenciales y logaritmicas. También
se presentaran algunas transformaciones y combinaciones entre funciones elementales

en funciones elementales.

Con el fin de que los estudiantes sistematicen el contenido tratado, se proponen
ejercicios resueltos y propuestos. Ademas, se presentan recursos tecnoldgicos y
didacticos que permitiran a los estudiantes ver estas funciones de manera grafica y

comprender mejor sus propiedades.
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En resumen, este primer capitulo proporcionara una introduccion completa al mundo
de las funciones reales y sentara las bases para el estudio de temas mas avanzados en
la matematica superior. Los recursos tecnolégicos y didacticos incluidos en este
capitulo ayudaran a los estudiantes a comprender mejor las funciones y a aplicarlas en

la resolucion de problemas.
1.1 Contribucion a la formacion de Competencias

A partir del contenido de funciones reales del Capitulo | se puede contribuir a formar

las siguientes competencias genéricas, matematicas y digitales en los estudiantes.
Competencias Genéricas:

» Pensamiento critico y analitico: Los estudiantes podran analizar y comprender
conceptos matematicos, identificar relaciones entre variables y realizar
razonamientos l6gicos.

» Resolucion de problemas: Podran aplicar los conceptos y técnicas matematicas
aprendidas para resolver problemas relacionados con funciones reales.

» Habilidades de comunicacion: Podran expresar sus ideas matematicas de manera
clara y precisa, tanto de forma oral como escrita.

* Trabajo en equipo: Podran colaborar con otros estudiantes en la resolucion de
problemas y actividades relacionadas con las funciones reales.

» Autonomia y autorregulacion: Podran gestionar su propio aprendizaje, establecer

metas y planificar su estudio de manera efectiva.
Competencias Matematicas:

» Comprension de funciones: Los estudiantes desarrollaran la capacidad de
comprender y representar funciones de una variable real, tanto algebraicamente
como graficamente.

» Manipulacion de expresiones matematicas: Aprenderan a realizar operaciones
con funciones, como determinar la inversa de una funciéon o analizar la monotonia

de una funcion.
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» Interpretacion y anadlisis de graficas: Podran interpretar la informacion
proporcionada por las graficas de funciones y extraer conclusiones sobre su
comportamiento.

» Conocimiento de funciones elementales: Aprenderan acerca de las funciones
lineales, cuadraticas, exponenciales, logaritmicas y el valor absoluto, vy
comprenderan sus propiedades y caracteristicas.

» Aplicacion de funciones en contextos reales: Seran capaces de aplicar las
funciones en la resolucion de problemas practicos en areas como la fisica, la

ingenieria y la economia.
Competencias Digitales:

» Uso de recursos tecnolégicos: Los estudiantes podran utilizar herramientas
tecnoldgicas, como software de calculo simbdlico o graficas, para explorar y
visualizar funciones, realizar calculos y resolver problemas.

» Busqueda y gestion de informacion: Seran capaces de buscar informacion
relevante sobre funciones reales en fuentes digitales confiables y organizarla de
manera efectiva.

» Comunicaciéon digital: Podran utilizar herramientas digitales para presentar y
compartir resultados matematicos, como gréaficas o calculos, de manera clara y
comprensible.

* Pensamiento computacional: Aprenderan a abordar problemas matematicos de
manera algoritmica, utilizando la logica computacional para disefar estrategias de
resolucion.

» Alfabetizacion digital: Desarrollaran habilidades basicas relacionadas con el uso de

software matematico y la comprensién de interfaces graficas.

Estas competencias genéricas, matematicas y digitales son relevantes para que los
estudiantes adquieran un conocimiento sélido sobre las funciones reales y puedan

aplicarlo de manera efectiva en diversos contextos académicos y profesionales.
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1.2 Funciones de una variable real

El propdsito fundamental del calculo son las funciones, las que pueden ser
representadas mediante una ecuacion, una grafica, una tabla o con palabras. En este

capitulo utilizaremos fundamentalmente las dos primeras formas de representacion.

Una funcion de variable real es una relacion matematica que asigna a cada numero real
en su dominio, un Unico numero real en su imagen. En otras palabras, una funcion de
variable real es una regla que toma un nimero real como entrada y produce un nimero

real como salida.
1.2.1 Definicion de funcion real

Las funciones surgen cuando existen ciertas cantidades que dependen de otras. Se

pueden considerar las siguientes situaciones:

a) La longitud L de una circunferencia depende de su radio r. La relacion entre ry L se
expresa mediante la ecuacién L = 2 nr. Para cada nimero positivo r existe un valor
L, por lo que L es funcién de r.

b) El area A de una circunferencia depende de su radio r. La relacion entre ry A se
expresa mediante la ecuacidon A = mr?2. Para cada nimero positivo r existe un valor
A, por lo que A es funcién de r.

c) El costo de enviar un paquete C(p) a través de una empresa de envios que cobra en
funcién del peso p y de una tarifa fija. Si se conoce que la empresa cobra en doélares
el cuadrado del peso en kilogramo de cada paquete y que la tarifa fijja es de un
dolar, entonces la funcion que representa el costo de envio se puede escribir como:
Cp) = p*+1.

d) La cantidad de informacién en bits I(n) contenida en una cadena de caracteres de
longitud n. Si se supone que cada caracter en la cadena se representa con 8 bits (un
byte), entonces la cantidad de informacidn en bits se puede calcular mediante la

ecuacion I(n) = 8n

En cada uno de estos ejemplos se describe una regla por la cual, dado un nimero se
asigna otro ndmero. En cada caso, el segundo numero es funcion del primero. Es

6
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habitual que al primer niUmero se le denote por variable independiente o abscisa y al
segundo numero como variable dependiente u ordenada. En el ejemplo a) r es la

variable independiente y L es la variable dependiente.

Definicion: Una funcion f es una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto

D exactamente un elemento, llamado f (x), de un conjunto E.

En términos mas simples, una funcion es como una «maquina» que toma un nimero
como entrada y produce otro nimero como resultado. Por ejemplo, si tenemos una
funcion f que toma un niumero x como entrada y lo eleva al cuadrado, la funcion se
veriaasi  f (x) = x2. Siingresamos el nimero 3 en la funcion, obtendremos 9 como

resultado: f(3)=32=0.

Por lo tanto, una funcion es una regla matematica que transforma un nimero real de
entrada en un numero real de salida. Esta idea es fundamental en la matematica y se
utiliza en muchas areas, desde la fisica y la ingenieria hasta la economia y la

informatica.

Otra manera de representar una funcién es un diagrama de flechas como en la figura
1. Cada flecha une un elemento de D con un elemento de I. La flecha indica que f (x)

esta asociada con x, f (a) con a, y asi sucesivamente.

.
. /-’d_ /} g _ﬂ\] "'.II
a fﬁ_ﬁﬂa' fia) J;'I
' | /
& 7
>
D f

i I

Figura 1. Diagrama de flechas para la funcion f.

La grafica de una funcidén es una curva en el plano xy. Pero surge la pregunta: jcuales
curvas del plano xy son graficas de funciones? La siguiente prueba responde esta

interrogante.
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PRUEBA DE LINEA VERTICAL: Una curva en el plano xy es la grafica de una funcién

de x si y solo si ninguna linea vertical se interseca con la curva mas de una vez.

El grafico de la figura 2 muestra la curva x = y2. Como se puede observar, al aplicar la
prueba de linea vertical se concluye que esta curva no es una funcion, porque tiene

infinitas lineas verticales que se intersectan con la misma.

y
A
e
|
} Lig = 4 NI 54x

—

Figura 2. Ejemplo de curva en el plano que no es una funcion.

Sin embargo, si despejamos la variable y de la ecuacién de la curva x = y?, obtenemos
las dos funciones siguientes: y = v/x y y = —/x, que son representadas graficamente
en la figura 3. Ambas graficas verifican el cumplimiento de la prueba de linea vertical,

por lo que propiamente ambas graficas corresponden a funciones.

Y y
20! ] ' 2 : 4 3
15} L 3
[ o -1.0}
10 _ . -’ — ~ i
L S ~1.5¢
=20} T
L. — .
1 2 3 4 5"

Figura 3. Dos funciones que verifican el cumplimiento de la prueba de linea vertical.
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Hemos despejado de la ecuacién de la curva la variable dependiente, obteniendo como

resultado dos funciones. Este procedimiento podemos aplicarlo para estudiar algunas

curvas a través de las funciones en las que se descomponen, siempre y cuando sea

posible despejar la variable dependiente.

Es preciso sefalar que existen cuatro maneras diferentes para representar una funcion:

Verbalmente (mediante una descripcion en palabras).

= Numéricamente (mediante una tabla de valores).

Visualmente (mediante una grafica).

Algebraicamente, por medio de una férmula explicita.

Todas estas formas de representar una funcidn son pertinentes para lograr dominar el

estudio de las funciones y sus aplicaciones en la resolucién de diferentes problemas

reales.

Ejemplo de representacion de funciones

Verbalmente: la funcién que describe la altura (en metros) de una pelota en
funcién del tiempo (en segundos) después de haber sido lanzada verticalmente
hacia arriba desde el suelo, con una velocidad inicial de 10 metros por segundo y
una aceleracion debido a la gravedad de 9.8 metros por segundo al cuadrado, esta
dada por el cuadrado del tiempo menos cuatro veces el tiempo mas tres
segundos. La funcion se puede interpretar como el resultado de la ecuacion de la
altura de la pelota, que tiene en cuenta la aceleracion debida a la gravedad y la
velocidad inicial de la pelota.

Algebraicamente: la funcion se puede representar algebraicamente mediante la
formula explicita f(t) = t? — 4t + 3. En esta ecuacion, la variable t representa el
tiempo después del lanzamiento de la pelota, y la funcion f(t) representa la altura
de la pelota en funcion del tiempo. La férmula explicita se puede utilizar para calcular
la altura de la pelota en cualquier momento después del lanzamiento.
Numéricamente: la funcion f(t) = t?— 4t + 3 se puede representar

numéricamente mediante una tabla de valores. Supongamos que queremos calcular

9
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la altura de la pelota en los primeros 5 segundos después de haber sido lanzada. La

tabla de valores se podria escribir como:

f(x)

Ui WO
|
w

En esta tabla, la primera columna representa el tiempo después del lanzamiento de la

pelota, y la segunda columna representa la altura de la pelota en funcidn del tiempo.

= Visualmente: la funcién f(t) = t? — 4t + 3 se puede representar visualmente

mediante la grafica de la figura 4.

*

15

b ti@MpO
a

Figura 4. Ejemplo de representacion grafica de la funcién f(t) = t2 — 4t + 3.

La grafica muestra la altura de la pelota en funcién del tiempo después del
lanzamiento. La gréafica es una parabola que abre hacia arriba que tiene su vértice en
(2,-1) y corta el eje y en los puntos (1, 0) y (3,0). La grafica se puede interpretar como

una representacion visual de los valores numeéricos de la tabla de valores.

1.2.2 Dominio e imagen de una funcién

Formalmente, una funcién de variable real se define como una tripleta ordenada
(f,D,I), donde "f" es una regla o expresion matematica que relaciona los elementos

de un conjunto "D" llamado dominio, con los elementos de otro conjunto "I" llamado

10
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imagen. El dominio "D" es el conjunto de valores para los cuales la funcion esta
definida, mientras que la imagen "I" es el conjunto de valores que la funcion toma

como resultado.

Que el dominio de una funcidn real sea el conjunto de todos los valores que la funcion
esta definida, puede interpretarse como el conjunto de valores que podemos "entrar"
a la funcion para obtener una salida. Precisamente, esta salida es el conjunto de todos

los valores que la funcién puede producir y conforma el conjunto imagen.

Es importante notar que una funcion puede tener ciertas restricciones en su dominio,
es decir, que puedan existir ciertos valores que no es posible ingresar en la funcion. A
continuacion, se brindan ejemplos que ayudan a ilustrar la determinacion de dominio

e imagen de una funcion.

Ejemplos

Determinar el dominio e imagen de las siguientes funciones reales:
a)f(x) = 1/x, b)f(x) =x% of(x) =+x

Solucion

a) Si tenemos la funcién f(x) = 1/x, podemos observar que la misma esta definida
para todos los valores de x diferentes de cero, por lo que su es el conjunto de todos
los numeros reales excepto cero, es decir, Dom(f) = {x e R|x # 0}. Para
encontrar la imagen de f(x), debemos percatarnos que la funcion asigna a cada
valor de entrada x un valor de saliday = 1/x. Como x puede ser cualquier nUmero
real diferente de cero, entonces y puede tomar cualquier valor real excepto cero.

Entonces, su imagen es el conjunto de todos los nimeros reales excepto cero

Im(f) = {yeR|y # 0}.

n
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Figura 5. Representacion grafica de la funciéon f(x) = 1/x.

b) La funcion f (x) = ax? donde a es un nimero real positivo, tiene como dominio
el conjunto de todos los numeros reales Dom(f) = {x € R} y su imagen es el
conjunto de todos los nimeros reales no negativos Im(f) = {y € R|y > 0}. Para
cualquier niumero real "x" en el dominio, la funcién toma ese nUmero como entrada,
lo eleva al cuadrado, lo multiplica por a y produce un nimero real no negativo como

salida. En la figura 6 se presenta la funcion paraa = 1,2,3,4,5.

Y
3

— f(x) =%
. f(x)=2x
f(x) = 3%
— F(x) =4%?
— f(x)=5x%

> X

Figura 6. Ejemplo de la familia de funciones cuadraticas f (x) = ax?, a >0

¢) La funcién raiz cuadrada f(x) = +/x, el valor de la variable x debe ser no negativo,
ya que no existe la raiz cuadrada de un niumero negativo. Entonces, su dominio es
Dom(f) = {x € R|x = 0}. La imagen de la funcién es Im(f) = {y e R|y = 0}. En

la figura 7 se representa esta funcion.
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Figura 7. Representacion gréafica de la funcién f(x) = vx.

1.2.3 Grdfica de una funcién

La representacion grafica de las funciones es una herramienta esencial para el
aprendizaje sobre funciones, pues permiten visualizar la relacién entre los valores de
entrada y los valores de salida de una funcion, lo que ayuda a comprender mejor los

conceptos y propiedades de las funciones.

A continuacion, se brindan algunos procedimientos clave para representar

funciones:

» Identificar el dominio y la imagen de la funcion: esto es importante porque
las representaciones graficas solo muestran los valores de entrada y salida que
la funcién puede tomar. Identificar el dominio y la imagen también ayuda a
determinar los limites de la grafica.

» Elegir un rango adecuado para el eje de las x y el eje de las y: esto es
importante para que la grafica sea facil de leer y para que se puedan observar
las caracteristicas clave de la funcion.

» Graficar puntos clave: los puntos clave incluyen los puntos de interseccién
con los ejes x ey, los valores maximos y minimos si los presenta la funcion, los
puntos donde cambia la monotonia la funcion y, en general, todos aquellas

analisis que ayuden a comprender mejor las caracteristicas de la funcién.

13
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* Dibujar la curva que une los puntos clave: esto permite obtener una
representacién visual de como la funcion varia entre los puntos clave
identificados.

» Etiquetar la grafica: esto incluye dar un titulo a la grafica, etiquetar los ejes x

ey, y agregar cualquier informacién adicional relevante.

Al seguir los procedimientos clave para representar funciones reales, los estudiantes
pueden visualizar la relacion entre los valores de entrada y los valores de salida de una

funcion y comprender mejor los conceptos y propiedades de las funciones.

Ejemplos

Represente graficamente las siguientes funciones:

a) f(x) =277
b) f(x) = (x—1)°
A f(x) =x*
Solucion
a)f(x) =277

» El dominio e imagen de la funcién son:
Dom(f) = {x e R}
Im(f) = {y eR|y >0}

» El rango para la variable independiente x de: —6 < x < 6 y para la variable
dependiente y de: 0 <y <6 permite ilustrar las caracteristicas clave de la
funcién.

» La funcién intersecta al eje y en el punto (0, 1). Debe notarse que la funcion
crece ilimitadamente en la medida que se aleja en el eje x negativo y que se
aproxima a cero (pero sin lograr intersectar al eje x).

= Representacion grafica:

14
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Fil = 2

Ty

X

Figura 8. Representacion grafica de la funcion f(x) = 27%.
b) f(x) = (x—1)°
= El dominio e imagen de la funcion son:
Dom(f) = {x eR}

Im(f) = {y €R}
= El rango para la variable independiente x de: —1 < x < 3, y para la variable

dependiente y de: —5 <y <5 permite ilustrar las caracteristicas clave de la
funcion.
» Lafuncién intersecta al eje y en el punto (0, -1) e intercepta al eje x en el punto

(1,0).

= Representacion grafica:
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f@® =G-1° /

- X

-5

Figura 9. Representacion gréfica de la funcion f(x) = (x — 1)3
A flx) =x*
» El dominio e imagen de la funcién son:
Dom(f) = {x eR}
Im(f) = {y eR|y =0}

= El rango para la variable independiente x de: =3 < x < 3, y para la variable
dependiente y de: 0 <y <80 permite ilustrar las caracteristicas clave de la
funcion.
» La funcion intersecta a los ejes coordenados en el punto (0, 0).
= Representacion gréfica:
)
o) =x
Ba.
&

20/

(0,0)
— e

: - e s
-3 -2 =1 1 2 3

Figura 10. Representacién gréafica de la funcién f(x) = (x — 1)3.

Es importante comprender que la representacion grafica de una funcion es solo una
representacion visual de la funcidn y que no proporciona informacion completa sobre
la misma. Por lo tanto, es necesario también aprender a utilizar otras representaciones

como la tabla de valores y la férmula, para comprender completamente una funcion.
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1.3 Propiedades de las funciones elementales

El conocimiento de las propiedades de las funciones elementales, como la monotonia,
inyectividad, sobreyectividad, biyectividad y simetria respecto a los ejes, es
fundamental en muchas areas de las matematicas y la ciencia. A continuacién, se

describen algunas de las razones por las que es importante conocer estas propiedades:

» Ayuda a entender el comportamiento de las funciones: el conocimiento de las
propiedades de las funciones elementales permite entender cémo se comportan las
funciones en diferentes intervalos y cobmo se relacionan con otras funciones.

» Facilita la resolucion de problemas matematicos: el conocimiento de las
propiedades de las funciones elementales puede ayudar a encontrar soluciones a
problemas matematicos y a simplificar calculos.

» Permite identificar funciones importantes: las propiedades de las funciones
elementales son comunes en muchas funciones importantes en matematicas y
ciencia.

= Es atil en la representacion de datos: el conocimiento de las propiedades de las

funciones elementales es muy util en la representacion de datos.

En general, el conocimiento de las propiedades de las funciones elementales es
fundamental para comprender el comportamiento y la relacién de las funciones en

diferentes contextos matematicos y cientificos.

1.3.1 Inyectividad

Definicion: Una funcion f(x) es inyectiva si para todo par de valores x; y x, en el

dominio de f(x), si f(x;) = f(x;), entonces x; = x5.

La inyectividad de una funcién se refiere a la propiedad de que cada valor en el dominio
de la funcion corresponde a un Unico valor en la imagen. Si dos valores distintos en el
dominio corresponden al mismo valor en la imagen, entonces la funcién no es

inyectiva.
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Por ejemplo, si tenemos una funcion f(x) = x?2, podemos observar que se cumple que
f(2) = f(—=2) = 4, lo que significa que dos valores distintos en el dominio (x = 2y
x = —2) corresponden al mismo valor en la imagen (y = 4). Por lo tanto, la

funcién f(x) = x2 no es inyectiva.

Por otro lado, si tenemos una funcion f(x) = 2x + 3, podemos observar que si
f(x1) = f(xy), entonces 2-x; + 3 = 2-x, + 3, lo que implica que x;= x,. Por lo

tanto, la funcién f(x) = 2x + 3 es inyectiva.

En general, podemos decir que una funcidn es inyectiva si cada valor en el dominio de
la funcién corresponde a un Unico valor en la imagen. Esto implica que no existen dos
valores distintos en el dominio que correspondan al mismo valor en el rango. Si una

funcidn no es inyectiva, se dice que es una funcién no inyectiva.

Si utilizamos un diagrama de flechas que une un elemento de D con un elemento de
I, entonces un ejemplo de funcion inyectiva es la que se presenta en la figura 11.
Notese que la funcion f(x) le asigna valores diferentes a los cinco valores del conjunto

D.

f(x)

B
D < > |

Figura 11. Diagrama de flechas que representa una funcion inyectiva.

Por otro lado, en la figura 12 se muestra una funcion no inyectiva. Notese que en el
diagrama de flechas que une un elemento de D con un elemento de I, existen valores

del conjunto D que se convierten en un mismo valor del conjunto I, como por ejemplo
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X1 Y x, se convierten en y;, otro ejemplo son los valores x, y x5 que se convierten en

V3.

f (x)
D — |

Figura 12. Diagrama de flechas que representa una funcién no inyectiva.

En general, para que una funcion sea no inyectiva es suficiente que existan dos puntos
cualesquiera del dominio que se conviertan en un mismo elemento del conjunto
imagen. No obstante, una funcion no inyectiva podria tener dos, tres, cuatro o mas
puntos del dominio que se conviertan en un Unico elemento del conjunto imagen. Tal
es el caso de la funcion constante f(x) = c, en la cual infinitos puntos de su dominio
(Dom(f) = {x € R}) se convierten en un Unico elemento constante ¢ (Im(f) = {c|c €

R}Y).

1.3.2 Sobreyectividad

Definicion: Una funcién f(x): D — I se dice sobreyectiva si para todo elemento b en

el conjunto I, existe al menos un elemento a en el conjunto D tal que f(a) = b.

La sobreyectividad es una propiedad que puede tener una funcién que relaciona dos
conjuntos D y I. Cuando una funcion es sobreyectiva, significa que cada elemento del
conjunto de llegada I tiene al menos un elemento en el conjunto de partida D que "se
convierte" o "transforma" en él. En otras palabras, no existen elementos en I que no
tengan una "preimagen” en D.

2

Por ejemplo, si consideramos la funcién f(x): R — R definida por f(x) = x*, esta

funcion no es sobreyectiva, ya que no hay ningln ndmero real cuyo cuadrado sea
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negativo. Por lo tanto, el conjunto de llegada | es el conjunto de nimeros reales no
negativos. Si consideramos la funcion g(x): R — R definida por g(x) = x + 1, esta
funcion si es sobreyectiva, ya que, si tomamos cualquier nimero real y le sumamos 1,
obtenemos otro numero real, por lo que para todo elemento de I existe algun

elemento de D que se transforma en él.

Si utilizamos un diagrama de flechas que une un elemento de D con un elemento de
1, entonces un ejemplo de funcion sobreyectiva es la que se presenta en la figura 13.

Note que todos los elementos del conjunto D .

f(x)
D — |

Figura 13. Diagrama de flechas que representa una funcion sobreyectiva.

Note que la funcidn f(x) de la figura 13 es sobreyectiva pero no inyectiva, por lo que
no existe una relacion de implicacion entre la inyectividad y la sobreyectividad de una
funcion. O sea, respecto a estas propiedades una funcion puede ser: a) inyectiva y no
sobreyectiva, b) inyectiva y sobreyectiva, c) no inyectiva y sobreyectiva, d) no inyectiva

y no sobreyectiva.

Precisamente, en la figura 14 se muestra una funcion que es no inyectiva y no

sobreyectiva.
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f(x)
D —p |

Figura 14. Diagrama de flechas que representa una funcidon no sobreyectiva y no

inyectiva.

Ejemplos

La funcién f(x): R -» R definida por f(x) = x3 es inyectiva y sobreyectiva, porque
cada numero real tiene una "preimagen" Unica (todos los nimeros reales tienen una
raiz clbica real) y todos los nimeros reales son alcanzables.

La funcion g(x):R —» R definida por h(x) = 2x+ 1 es inyectiva y sobreyectiva,
porque cada numero real tiene una "preimagen” Unica, y todos los niUmeros reales
son alcanzables.

La funciénh(x): R - R definida porh(x) = x2 no es inyectiva, pues basta encontrar
dos elementos diferentes del dominio, por ejemplo X1 = 2 y X, = -2 (X1 # X2) que
tienen una misma imagen f(2) = f(-2) = 4. Esta funcidon tampoco es sobreyectiva,

porque, por ejemplo, no hay ningin nimero entero cuyo cuadrado sea igual a — 3.

1.3.3 Biyectividad

Definicion: Una funcidén real se considera biyectiva si cumple dos propiedades

fundamentales: inyectividad y sobreyectividad.

Como ya habiamos visto anteriormente, una funcion es inyectiva si para cada elemento
en el dominio, existe un Unico elemento de la imagen que le corresponde; mientras

que una funcion es sobreyectiva si cada elemento en la imagen tiene al menos un
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elemento correspondiente en el dominio. La importancia de las funciones biyectivas
radica en su capacidad para establecer una correspondencia uno a uno entre
elementos del dominio y la imagen (ver figura 15). Esto permite una facil inversion de
la funcidn, lo que es util para resolver ecuaciones y realizar operaciones algebraicas y

analisis matematico.

f(x)

Figura 15. Diagrama de flechas que representa una funcién biyectiva.

Ejemplos
Ejemplos de funciones biyectivas:

» f(x) = x, donde el dominio y la imagen son todos los niUmeros reales. Esta es una
funcion lineal simple que asigna cada numero real a si mismo. Es biyectiva porque
cumple tanto la inyectividad como la sobreyectividad.

» f(x) = &, donde el dominio es todos los nUmeros reales y la imagen es el conjunto
de numeros reales positivos. Esta funcion exponencial es biyectiva porque cada
numero real tiene una imagen en el conjunto de nimeros reales positivos, y no hay

dos elementos diferentes que compartan la misma imagen.
Ejemplos de funciones no biyectivas:

= f(x) = x2, donde el dominio y la imagen son todos los nimeros reales. Esta funcion
cuadratica no es biyectiva porque, por ejemplo, los nUmeros 2 y -2 tienen la misma

imagen (4) en la imagen.
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» f(x) = sen (x), donde el dominio es todos los nimeros reales y la imagen es el
intervalo [-1, 1]. Esta funcién trigonométrica no es biyectiva porque hay infinitos
elementos en el dominio que se asignan a la misma imagen debido a la periodicidad

de la funcion.

1.3.4 Funcion inversa

Definicion: Dada una funcion f(x) de una variable real, la funcién inversa, denotada
como f~1(x), es una funcién que deshace el efecto de la funcién original. En otras
palabras, si aplicamos la funcién f(x) a un valor x y luego aplicamos su funcion inversa

f~1(x) a ese resultado, obtendremos nuevamente el valor original x.
Matematicamente, esto se puede expresar de la siguiente manera:

Si f(x) es una funcion de una variable real y f~1(x) es su funcién inversa, entonces

f(f~(x)) = x para todo x en el dominio de f~*(x).

Es importante destacar que para que una funcién tenga una funcién inversa, debe ser
biyectiva. Esto se debe a que la funcion inversa debe ser capaz de establecer una

correspondencia uno a uno entre los elementos del dominio y la imagen.

Importancia de la funcion inversa:

La funcion inversa es fundamental en el analisis y la resolucion de ecuaciones, ya que
permite deshacer una transformacion aplicada por una funcién original y encontrar el
valor original de una variable. Algunos puntos clave sobre la importancia de la funcion

inversa son:

» Resolucién de ecuaciones: La funcidén inversa permite encontrar soluciones a
ecuaciones al deshacer una funcién aplicada a una variable. Por ejemplo, si tenemos
la ecuacion f(x) =y, podemos encontrar el valor de x aplicando la funcién inversa
f~1(y) a ambos lados de la ecuacion.

» Representacion grafica: La funcidn inversa permite reflejar horizontalmente una
grafica de una funcién original. Esto es util para comprender simetrias y patrones

presentes en las funciones y analizar su comportamiento.
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A continuacion, se presentan algunos ejemplos que ilustran las funciones inversas.

Ejemplos de funciones inversas:

» f(x) = 2x. La funcion original multiplica un nimero por 2. La funcién inversa seria
f1(x) = g, ya que al dividir el nUmero por 2, obtenemos el valor original (ver figura
16).

= f(x) = x3. La funciéon original eleva un niimero al cubo. Su funcién inversa seria
f~1(x) = Vx, que calcula la raiz cibica del nimero, deshaciendo la operacién

original (ver figura 17).

l

N Ik

Figura 16. Representacion grafica de la funcidn f(x) = 2xy su funcién inversa

7100 =2

Figura 17. Representacion grafica de la funcién f(x) = x3 y su funcién inversa f~1(x) =

Vx

Es importante tener en cuenta que no todas las funciones tienen una funcion inversa.
Si una funcion no es biyectiva, es decir, si no cumple con la propiedad de inyectividad
y sobreyectividad simultaneamente, no tendra una funcion inversa bien definida.
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1.3.5 Monotonia de funciones

Definicion: La monotonia de una funcion real se refiere a la tendencia general de la
funcién a medida que los valores del dominio aumentan o disminuyen. Se pueden

distinguir dos tipos de monotonia: creciente y decreciente.

Funcién monétona creciente: Una funcidon es mondtona creciente si, a medida que
los valores del dominio aumentan, los valores correspondientes a la imagen también

aumentan o permanecen iguales.

Matematicamente, esto se puede expresar de la siguiente manera: para funciones de
una variable real, f(x) es mondtona creciente si, para cualquier par de elementos x; y x,

en el dominio, se cumple que x; < x, implica f(x1) < f(xy).

Funcion monoétona decreciente: Una funciéon es monotona decreciente si, a medida
que los valores del dominio aumentan, los valores correspondientes en la imagen

disminuyen o permanecen iguales.

Matematicamente, esto se puede expresar de la siguiente manera: para funciones de
una variable real, f(x) es monotona decreciente si, para cualquier par de elementos x

y X2 en el dominio, se cumple que x; < x, implica f(xq) > f(xy).

Importancia de la monotonia de funciones:

El concepto de monotonia es fundamental en el analisis de funciones, ya que
proporciona informacion sobre como la funcién se comporta a medida que los valores
del dominio cambian. Algunos puntos clave sobre la importancia de la monotonia de

funciones son:

Determinacion de extremos: La monotonia de una funcion puede ayudar a identificar
los maximos y minimos relativos de la funciéon. Por ejemplo, en una funcion mondétona
creciente, el maximo relativo ocurre en el extremo derecho del dominio, mientras que
en una funcién mondtona decreciente, el minimo relativo se encuentra en el extremo

derecho del dominio.
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Andlisis de intervalos: La monotonia de una funcién permite dividir el dominio en
intervalos donde la funcion es creciente o decreciente. Esto es util para estudiar el
comportamiento local de la funcion y determinar si hay puntos donde cambia su

monotonia.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos que ilustran el comportamiento de la

monotonia en funciones.

Ejemplos de funciones monétonas crecientes y decrecientes:

» f(x) = 2x. Esta funcidn lineal es monétona creciente, ya que a medida que x aumenta,
f(x) también aumenta proporcionalmente.

= f(x) = -x°. Esta funcidn cuadratica es monétona creciente en el intervalo (-0,0], ya
que a medida que x aumenta f(x) disminuye; y monétona decreciente en el intervalo
[0, =), a medida que x aumenta f(x) también aumenta proporcionalmente (ver figura

18).

140 6 .~ | ~N_6 10

r .
(-e0,0] Monétona creciente _20, [0, ca) Monbtona decreciente

-80|
-100/

Figura 18. Representacién grafica de los intervalos de monotonia de f(x) = —x?.

Es importante notar que una funcion puede ser mondtona creciente o decreciente en
todo su dominio o solo en un intervalo especifico como en el caso de la figura 17.
También es posible que una funcidon no sea mondtona, es decir, que sea ni creciente ni

decreciente, si tiene puntos de inflexién o cambios en su comportamiento.

1.4 Analisis de las propiedades de algunas funciones elementales basicas
Conocer las propiedades de algunas funciones elementales basicas es de gran
importancia en matematicas y en diversas areas de la ciencia y la ingenieria. Estas

funciones se encuentran entre las mas comunes y se utilizan ampliamente en el analisis
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matematico y en la modelizacion de fendmenos naturales y procesos fisicos. Aqui se
presentan algunas razones por las cuales es importante familiarizarse con las

propiedades de estas funciones:

» Analisis y calculo: Las funciones elementales basicas, como las funciones lineales,
cuadraticas, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas, son fundamentales en el
analisis y el calculo. Las mismas se utilizan para estudiar el comportamiento de
variables y realizar otros tipos de calculos matematicos esenciales. Comprender las
propiedades de estas funciones facilita la resolucién de problemas y el desarrollo de
habilidades matematicas avanzadas.

» Modelizacion de fenomenos naturales y procesos fisicos: Las funciones
elementales basicas se utilizan para modelar y describir una amplia gama de
fendmenos naturales y procesos fisicos en diversas disciplinas cientificas. Al conocer
las propiedades de estas funciones, podemos comprender mejor los fenbmenos y
procesos que se estan modelando, lo que permite realizar predicciones y analisis
Mas precisos.

» Interpretacion y analisis de datos: Las funciones elementales basicas también son
importantes en la interpretacion y el analisis de datos. En muchas situaciones, los
datos recopilados pueden ajustarse a un modelo matematico basado en una funcién
elemental. Al comprender las propiedades de estas funciones, podemos ajustar y
analizar los datos, realizar extrapolaciones e interpolaciones, identificar tendencias
y patrones, y extraer conclusiones significativas. Esto es especialmente util en
campos como la estadistica, la econometria, la biologia, |a fisica y muchas otras areas
donde se realizan analisis cuantitativos.

» Herramientas en programacion y ciencias de la computacién: Las funciones
elementales basicas también son fundamentales en programacion y ciencias de la
computacion. Estas funciones se utilizan en algoritmos y programas para realizar
calculos, generar graficos, simular fendmenos, resolver problemas numéricos y

realizar operaciones matematicas complejas. Un conocimiento sélido de las
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propiedades de estas funciones es esencial para escribir cédigo eficiente y preciso,

y para comprender y depurar algoritmos y programas.

Es por ello que estudiaremos la funcion lineal, cuadratica, valor absoluto,
exponenciales, logaritmicas, asi como algunas transformaciones y combinaciones

entre funciones.

1.4.1 Funcion lineal

Definicion: Una funcién lineal se define mediante la expresion matematica general:
fx) =mx+b
Donde "m" es la pendiente de la rectay "b" es el término independiente u ordenada

al origen.

Observaciones

Una funcion lineal tiene una representacion grafica que es una linea recta en el plano
cartesiano. También es importante destacar que la pendiente "m" determina la
inclinacion de la recta, mientras que el término independiente "b" determina el punto
de interseccion con el eje y. En el caso que la pendiente m sea igual a cero entonces la
funcion lineal se hace una constante igual a "b". Cuando b = 0 entonces la funcion

lineal pasa por el origen de coordenadas, o sea, el punto (0,0).

Dominio: el dominio de una funcién lineal es el conjunto de todos los valores posibles
que puede tomar la variable "x". En el caso de una funcién lineal, el dominio es infinito,

es decir, cualquier niUmero real puede ser utilizado como entrada.

Imagen: la imagen de una funcion lineal es el conjunto de todos los valores posibles
que puede tomar la variable "y" (o "f(x)") como resultado de la funcién. En una funcion
lineal, la imagen también es infinita, ya que cualquier nUmero real puede ser obtenido

como salida.

Ceros: los ceros de una funcién lineal son los valores de "x" para los cuales la funcién
se anula, es decir, cuando f(x) = 0. En una funcién lineal, el cero se puede encontrar

resolviendo la ecuacion mx + b = 0, lo que da como resultado un Unico valor de "x".
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Paridad: una funcién lineal no tiene paridad definida, ya que no cumple con la
propiedad de simetria respecto al eje vertical (eje y). Es decir, f(x) no es igual a f(—x)

para todos los valores de "x".

Imparidad: de manera similar a la paridad, una funcion lineal tampoco tiene imparidad
definida, ya que no cumple con la propiedad de simetria respecto al origen (punto

(0,0)). Es decir, f(x) no es igual a -f(x) para todos los valores de "x".

Monotonia: una funcion lineal puede ser creciente o decreciente, dependiendo del
valor de la pendiente "m". Si "m" es positivo, la funcion es creciente, lo que significa
que a medida que los valores de "x" aumentan, los valores de "f(x)" también aumentan.
Si "m" es negativo, la funcion es decreciente, lo que implica que a medida que los

valores de "x" aumentan, los valores de "f(x)" disminuyen.

Inyectividad: una funcion es inyectiva si cada valor de entrada tiene un Unico valor de
salida. En el caso de una funcion lineal, si dos valores diferentes de "x" producen el
mismo valor de "f(x)", entonces la funcion no es inyectiva. Esto ocurre cuando la
pendiente "m" es igual a cero. En una funcion lineal con pendiente cero, todos los
valores de "x" se mapean a un Unico valor constante de "f(x)". Sin embargo, en una

funcion lineal con una pendiente distinta de cero, cada valor de "x" tiene un Unico valor

correspondiente de "f(x)", lo que implica que la funcion es inyectiva.

Sobreyectividad: una funcion es sobreyectiva si para cada valor de salida existe al
menos un valor de entrada correspondiente. En el caso de una funcion lineal, la funcién
no es sobreyectiva cuando la pendiente "m" es igual a cero. En este caso, la funcion
lineal se reduce a una constante y solo puede generar un valor especifico de "f(x)". Sin
embargo, si la pendiente "m" es diferente de cero, la funcién lineal puede cubrir todos
los valores posibles en el rango. Por lo tanto, en este ultimo caso, la funcion lineal es

sobreyectiva.

Biyectividad: una funcién es biyectiva si es tanto inyectiva como sobreyectiva. Una
funcién lineal con una pendiente diferente de cero es tanto inyectiva como

sobreyectiva, lo que implica que es biyectiva.
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Ejemplos

» f(x) = 2x + 3 tiene pendiente positiva m = 2. Ademas, intercepta al eje de las
ordenadas en el valory = 3 (ver figura 19).

» f(x) = —3x tiene pendiente negativa m = -3. Ademas, intercepta al eje de las
ordenadas en el valory = 0 (ver figura 19).

» f(x) = 2 es una funcion lineal constante con pendiente m = 0 (ver figura 19).

Y
15"

10+ "

si_—

;/

i

_15 -3 x

Figura 19. Representacion gréafica de tres funciones lineales.

1.4.2 Funcion cuadratica

Definicion: Una funcidon cuadratica se define mediante la expresion matematica
general:
f(x) = ax’> + bx + ¢

Donde "a", "b" y "c" son constantes, y "x" es la variable independiente.
Geométricamente representa una parabola que abre hacia la parte positiva del eje x o

hacia la parte negativa, en otras palabras, hacia arriba o hacia abajo.

Vértice: El vértice de una funcién cuadratica, también conocido como el punto de
maximo o minimo, se encuentra en el punto (-b/2a, f (-b/2a)). Este punto representa
el extremo de una parabola y puede ser un maximo o un minimo dependiendo del
signo del coeficiente "a". Cuando "a" es positivo el valor extremo es un minimo porque
la pardbola abre hacia arriba (decimos cdncava hacia arriba), cuando "a" es negativo el
valor extremo es un maximo porque la parabola abre hacia abajo (decimos cdncava

hacia abajo).
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Ejemplo con funciones cuadraticas

La funcién cuadratica f(x) = 4x*— 8 — 1 es una parabola que abre hacia arriba y tiene el
vértice en el punto (1,0). Mientras que la funcién cuadratica f(x) = -2x> —x + 1 es una
parabola que abre hacia abajo y tiene el vértice en el punto (1,0). Ambas funciones

cuadraticas se representan graficamente en la figura 20.

¥

15:— »‘.,-'l‘—_',r.?:'
10|

-5
-10}
-15} 2 B

Figura 20. Representacion grafica de dos funciones cuadraticas.

Dominio: el dominio de una funcién cuadratica es el conjunto de todos los valores
posibles que puede tomar la variable "x". En el caso de una funcidén cuadratica, el

dominio es infinito, es decir, cualquier nUmero real puede ser utilizado como entrada.

Imagen: la imagen de una funcidén cuadratica es el conjunto de todos los valores
posibles que puede tomar la variable "y" (o "f(x)") como resultado de la funcién. En
principio la imagen una funcién cuadratica puede ser cualquier nimero real,
dependiendo de los valores de "a", "b" y "c". Pero debe tenerse en cuenta que la
imagen se genera hacia arriba o hacia abajo, a partir del vértice de la parabola, por lo
que siempre estara conformada por los valores mayores o iguales o menores o iguales
4ac—b?

quey = f (-b/2a) =

Ceros: los ceros de una funcidn cuadratica son los valores de "x" para los cuales la
funcion se anula, es decir, cuando f(x) = 0. Estos valores se pueden encontrar

resolviendo la ecuacion cuadratica ax®> + bx + ¢ = 0 utilizando, por ejemplo, la férmula

cuadratica.
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Férmula cuadratica

La formula general para encontrar las soluciones de una ecuacion cuadratica de la
forma ax® + bx + ¢ = 0 es conocida como la férmula cuadratica o formula general de

Bhaskara. Esta formula se utiliza para obtener los valores de "x" que satisfacen la

ecuacién cuadratica. A continuacién, se presenta la férmula:

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

En esta formula, "a", "b" y "c" son los coeficientes de la ecuacion cuadratica. El signo
"+" indica que se deben considerar ambas soluciones posibles, una con el signo
positivo y otra con el signo negativo. La expresion dentro de la raiz cuadrada, b - 4ac,

se conoce como el discriminante de la ecuacion cuadratica.

El discriminante juega un papel importante para determinar las soluciones de la

ecuacién cuadratica y proporciona informacion sobre la naturaleza de las soluciones:

= S el discriminante es positivo (b? — 4ac > 0), entonces la ecuacidn cuadratica tiene
dos soluciones reales y distintas.

= Si el discriminante es igual a cero (b? — 4ac = 0), entonces la ecuacién cuadratica
tiene una Unica solucién real. En este caso, la solucidon es conocida como una raiz
doble o una raiz repetida.

= Si el discriminante es negativo (b? — 4ac < 0), entonces la ecuacidén cuadratica no

tiene soluciones reales.

Es importante tener en cuenta que la férmula cuadratica solo es aplicable a ecuaciones
cuadréticas de la forma ax? + bx + ¢ = 0, donde "a" no es igual a cero. Si "a" es igual a
cero, la ecuacion no es cuadratica y se convierte en una ecuacion lineal o constante,

dependiendo del valor de "b"y "c".
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Paridad e imparidad: una funcién cuadratica puede ser par, impar o ninguna de las

dos.

Si f(x) = ax® + bx + c entonces se tiene que:
f(—x) = ax* - bx + cy que —f(x) = —-ax®> — bx —c.
Luego:

» Para que se cumpla que f(—x) = f(x) (paridad) debe cumplirse que b = -b, y la Unica
posibilidad es que b = 0. Luego se concluye que son pares las funciones cuadraticas
de la forma f(x) = ax® + c.

= Para que se cumpla que f(—x) = —f(x) (impar) debe cumplirse quea = -ay que c = -
¢, y la Unica posibilidad es que a = ¢ = 0. Luego se concluye que son impares las
funciones cuadraticas de la forma f(x) = bx, o sea, las que tienen un comportamiento

lineal y pasan por el origen de coordenadas.

Intervalos de monotonia: los intervalos de monotonia de una funcién cuadratica
dependen del signo del coeficiente "a". Si "a" es positivo, la funcién es creciente en el
intervalo (—oo, vértice) y decreciente en el intervalo (vértice, o). Si "a" es negativo, la
funcion es decreciente en el intervalo (—oo, vértice) y creciente en el intervalo (vértice,

00),

Inyectividad: una funcién cuadratica no es inyectiva, ya que dos valores diferentes de

"x" pueden dar lugar al mismo valor de "f(x)".

Sobreyectividad: una funcion cuadratica no es sobreyectiva en general, ya que no
puede cubrir todos los valores posibles en la imagen. El rango de una funcidn

cuadratica esta determinado por el valor minimo o maximo de la funcién.

Biyectividad: una funcién cuadratica no es biyectiva debido a su falta de inyectividad

y sobreyectividad.

Otras caracteristicas relevantes: algunas caracteristicas adicionales de una funcion

cuadratica incluyen su simetria respecto al eje vertical que pasa por el vértice, su eje de
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simetria definido por la linea vertical que pasa por el vértice, y la concavidad hacia

arriba o hacia abajo de la parabola dependiendo del signo de "a".

1.4.3 Funcion modular o valor absoluto

Definicion: la funcion modular, también conocida como funcion moédulo o valor

absoluto, se define mediante la siguiente expresion matematica:

Xx si x=20
f(x)=|x|={_x si x <0

Donde:
f(x) representa la imagen o valor de la funcion para un valor dado de x.

|x| indica el valor absoluto de x, es decir, el valor numérico sin considerar su signo.

Representacion grafica de la funcion modular:

La figura 21 muestra la representacion grafica de la funcién f(x) = |x].

X
-4 -2 " 2 4

Figura 21. Representacion grafica de la funciéon modular.

Dominio: el dominio de la funcion modular es el conjunto de todos los valores reales,

ya que el valor absoluto se puede aplicar a cualquier nUmero real.

Imagen: la imagen de la funcion modular es el conjunto de todos los valores no
negativos. Para cualquier valor de x, el resultado del valor absoluto es siempre un

ndmero positivo o cero.
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Ceros: los ceros de la funcion modular son los valores de x para los cuales la funcion
se anula, es decir, f(x) = 0. En este caso, el Unico valor que cumple esta condicién es x

= 0.

Paridad e imparidad: la funcion modular es una funcidon par, lo que significa que
cumple con la propiedad de simetria respecto al eje y. Esto se expresa
matematicamente como f(x) = f(—x) para cualquier valor de x. Esta funciéon tampoco es
impar, ya que no cumple con la propiedad de simetria respecto al origen. Es decir, f(-

X) no es igual a —f(x) para todos los valores de x.

Intervalos de monotonia: la funcion modular no es ni creciente ni decreciente en todo
su dominio. En el intervalo (—oo, 0), la funcidén es decreciente, mientras que en el

intervalo (0, o) es creciente.

Inyectividad: la funcion modular no es inyectiva, lo que significa que dos valores

diferentes de x pueden generar el mismo valor de f(x). Por ejemplo, f(-2) = f(2) = 2.

Sobreyectividad: la funcion modular no es sobreyectiva, lo que significa que para
cualquier valor negativo no existe al menos un valor de x tal que f(x) = y. Esto se debe

a que el valor absoluto siempre produce un valor no negativo.
Biyectividad: la funcion modular no es biyectiva, ya que no es inyectiva y sobreyectiva.

1.4.4 Funciones potenciales

Definicion: Las funciones potenciales se definen mediante la siguiente expresion
matematica:
f(x) = x@

Donde "a" es un nimero real.

Ejemplos de funciones potenciales
Son ejemplos de funciones potenciales las siguientes:
» f(x)=x (a=1, ecuacion lineal que pasa por el origen de coordenadas y divide

simétricamente al primer y tercer cuadrantes)
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= f(x)=x? (@a=2, ecuacion cuadratica que pasa por el origen de coordenadas y forma
una parabola que abre hacia arriba)

= f(x)=x> (a=3, ecuacién cubica que pasa por el origen de coordenadas y que se

representa en la figura 22).

X
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Figura 22. Representacion grafica de la funcidn cubica.

= f(x)=x"? (a=1/2, ecuacién radical, raiz cuadrada, que pasa por el origen de
coordenadas, no tiene en su dominio valores negativos y que se representa en la

figura 23).
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Figura 23. Representacion grafica de la funcion raiz cuadrada.

= f(x)=x""2 (a=-1/2, ecuacidn con potencia negativa que se representa en la figura 24).
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Figura 24. Representacion grafica de una funcion con potencia negativa.

Dominio: el dominio de una funcion potencial es para todos los nimeros reales,
excepto cuando "a" es un numero par y x es negativo, ya que no esta definida la raiz

de un numero negativo.

Imagen: la imagen de una funcion potencial depende del valor de "a". Si "a" es un
ndmero par, la imagen esta compuesta por todos los nimeros reales positivos. Si n es

un ndmero impar, la imagen consiste en todos los nUmeros reales.
Ceros: El Unico cero de una funcion potencial es x = 0.

Paridad e imparidad: Una funcién es par si cumple que f(x) = f(—x) y es impar si cumple
que f(x) = —f(—x).

Consideremos una funcién potencial genérica de la forma f(x) = x¥ donde "a" es un
ndmero real. Al evaluar la funcién en un valor x, tenemos f(x) = x* y al Ahora evaluar la

funcidn en —x tenemos que: f(—x) = (-x)? = (=1) * %,

» Paridad: Para todos aquellos valores reales que (—1)? sea igual a 1, se cumple que
f(—x) = x® = f(x), lo que significa que la funcién es par.

» Imparidad: Para todos aquellos valores reales que (-1)° sea igual a -1, se cumple
que f(-x) = —x? = —f(x), lo que significa que la funcién es impar.

Observacion: note que esos valores reales que toma "a" no se limitan a los niUmeros
pares e impares. Ejemplo si a = 2/3 entonces (-1)% = 1y si es a = 1/3 entonces (-1)"/3

=-1.
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Inyectividad: una funcion potencial puede ser inyectiva o no inyectiva, en

dependencia del valor de "a". Ejemplo, f(x) = x* es no inyectiva y f(x) = x> es inyectiva.

Sobreyectividad: una funcion potencial puede ser sobreyectiva o no sobreyectiva en
dependencia del valor de "a". Ejemplo, f(x) = x*> es no sobreyectiva y f(x) = x> es

sobreyectiva.

Biyectividad: una funcion potencial puede ser biyectiva o no biyectiva. Ejemplo, f(x) =

x? es no biyectiva y f(x) = x> es biyectiva.

Intervalos de monotonia: La funcidn potencial f(x) = x* puede ser monotona creciente

o decreciente en todo su dominio o por intervalos. Por ejemplo:

= La funcidon f(x)=x""2 es monétona decreciente en todo su dominio (0, ), ver
figura 24.

= La funcién f(x) = x> es mondtona creciente en todo su dominio (—o, o), ver figura
22.

= La funcién f(x)=x"" es monétona decreciente en el intervalo (o, 0) y monétona

creciente en el intervalo (0, o), ver figura 25.

-

—

<

Figura 25. Representacion grafica de la funcion f(x)=x".
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1.4.5 Funciones exponenciales

Definicion: La funcién exponencial se define mediante la siguiente expresién

matematica:

f(x) = a*

Donde:

f(x) representa la imagen o valor de la funcion para un valor dado de x.

"a" es la base de la funcidon exponencial, un nimero real positivo distinto de cero.

"x" es la variable independiente.

Ejemplos de funcion exponencial
Sea f(x) = e*, donde "e" es una constante que se conoce como numero de Euler o

ndmero e, es aproximadamente 2.71828. En la figura 26 se muestra una representacién

grafica de esta funcion.
Y
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Figura 26. Representacion grafica de una funcion exponencial con base mayor que

uno.

La funcion f(x) = €%, donde "e" es la constante de Euler, tiene una importancia

significativa en matematicas y ciencias:
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» Relacion con el crecimiento exponencial: muchos fendémenos naturales vy
procesos cientificos exhiben un crecimiento exponencial, y la funcion exponencial
con base "e" es fundamental para modelar y comprender estos fendmenos.

= Relacion con la probabilidad y la estadistica: la funcidon exponencial con base e
es fundamental en la teoria de la probabilidad y la estadistica. Se utiliza en la
distribucion exponencial, que es ampliamente utilizada para modelar el tiempo
entre eventos en procesos estocasticos y para describir fendbmenos de decaimiento
y vida util.

» Relacion con el calculo de interés compuesto: la funcion f(x) = e* esta relacionada
con el calculo de interés compuesto. Cuando se aplica a problemas financieros, la
funcion exponencial con base e se utiliza para calcular el crecimiento continuo de

una inversion o deuda en funcién del tiempo.

La funcion f(x) = (1/e)*, también tiene una importancia significativa en matematicas y
ciencias pues es Util para modelar fenédmenos de decrecimiento exponencial. La figura

27 representa esta funcion.
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Figura 27. Representacion grafica de una funcién exponencial con base menor que

uno.

Dominio: el dominio de la funcion exponencial es el conjunto de todos los nimeros

reales, ya que se puede evaluar la funcion exponencial para cualquier valor de x.
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Imagen: la imagen de la funcion exponencial depende de la base a. Si a es mayor que
1, la imagen de la funcion es el conjunto de todos los niUmeros reales positivos. Si a es
menor que 1 pero mayor que 0, la imagen es el conjunto de todos los niUmeros reales
positivos y el cero. Es decir, para a < 1, f(x) puede ser cualquier nUmero positivo o cero.

Sin embargo, si a es igual a 1, la imagen de la funcion es simplemente el valor 1.

Ceros: conocemos que los ceros de la funcidn exponencial se encuentran cuando f(x)
= 0. Sin embargo, la funcion exponencial nunca se anula, ya que cualquier nimero
elevado a cualquier exponente (incluso un exponente negativo) es siempre mayor que

cero. Por lo tanto, la funcidn exponencial no tiene ceros.

Paridad e imparidad: la funcién exponencial no es ni par ni impar. No cumple con la
propiedad de simetria respecto al eje y (paridad) ni respecto al origen (imparidad). Es
decir, f(—x) no es igual a —f(x) para todos los valores de x, y ademas f(—x) no es igual a -

f(x) para todos los valores de x.

Intervalos de monotonia: la funcion exponencial es siempre creciente o decreciente,
dependiendo del valor de la base a. Si a > 1, la funcién es creciente. Si0 <a < 1, la
funcion es decreciente. Esto significa que a medida que x aumenta, f(x) aumenta o

disminuye respectivamente.

Inyectividad: la funcion exponencial es inyectiva, ya que diferentes valores de x

producen diferentes valores de f(x).

Sobreyectividad: la funcion exponencial no es sobreyectiva, lo que significa que para

cualquier numero real negativo no existe un valor de x tal que f(x) = y.
Biyectividad: la funcion exponencial no es biyectiva, ya que no es sobreyectiva.

1.4.6 Funciones logaritmicas

Definicion: la funcidn logaritmica se define mediante la expresién matematica general:

f(x) = loga(x)
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donde "a" es la base del logaritmo y "x" es el argumento del logaritmo. El logaritmo se
toma en base a y representa el exponente al cual se debe elevar a la base a para
obtener el valor x.

Ejemplos de funciones logaritmicas
= f(x) = logio(x) (La base es 10 mayor que la unidad). En la figura 28 se representa

graficamente la funcidn logaritmica f(x) = log1o(x).
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Figura 28. Representacion grafica de la funcion logaritmica f(x) = logio(x).
» f(x) = logi/10(x) (La base es 1/10 menor que la unidad). En la figura 29 se representa

graficamente la funcién logaritmica f(x) = log1o(x).
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Figura 29. Representacion grafica de la funcion logaritmica f(x) = log1o(x).

Dominio: el dominio de la funcion logaritmica esta definido por el conjunto de
ndmeros reales positivos, ya que los logaritmos no estan definidos para numeros
negativos ni para cero. Por lo tanto, el dominio es: {x > 0,x € R}.

Imagen: la imagen de la funcion logaritmica depende de la base "a" utilizada. Si "a" es
mayor que 1 (a > 1), entonces la imagen es el conjunto de todos los nimeros reales
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{y € R}. Pero en los casos siguientes 0 < a < 1 la imagen es el conjunto de todos los
ndmeros reales negativos {y < 0,y € R}.

Ceros: la funcion logaritmica no tiene ceros.

Paridad e imparidad: |la funcion logaritmica no es par ni impar. Esto se debe a que f(—-
X) no es igual a f(x) ni a —f(x) para todos los valores de x en el dominio.

Inyectividad: la funcion logaritmica es inyectiva en su dominio, lo que significa que
cada valor de x se corresponde con un uUnico valor de f(x). Sin embargo, es importante
recordar que la funcion logaritmica solo esta definida en el dominio restringido (x > 0).

Sobreyectividad: la funcion logaritmica no es sobreyectiva en su imagen, ya que no
cubre todo el conjunto de numeros reales. La imagen esta limitada por la base a
utilizada.

Biyectividad: la funcion logaritmica no es biyectiva, ya que no es tanto inyectiva como
sobreyectiva al mismo tiempo.

Intervalos de monotonia: la funcion logaritmica es estrictamente creciente en su
dominio (x > 0) para cualquier base a mayor que 1 (a > 1). Si0 < a < 1, entonces la
funcidn logaritmica es estrictamente decreciente en su dominio.

Otras caracteristicas relevantes: la funcion logaritmica tiene la propiedad de inversa
de la funcion exponencial. Es decir, si f(x) = loga (X) y g(x) = a*, entonces f(g(x)) = x y
g(f(x)) = x para todos los x en sus respectivos dominios.

Es importante tener en cuenta que existen diferentes convenciones y notaciones para
los logaritmos, In(x) para el logaritmo natural (base e) y Log(x) para el logaritmo
decimal (base 10), que son ampliamente utilizados en matematicas y ciencias.

Observacion

A continuacién, se presenta un resumen de las principales propiedades de las
operaciones con logaritmos:

1. Propiedad de la potencia: l0ga(x™) = m * loga(x)

Esta propiedad establece que el logaritmo de una potencia de x es igual al
exponente multiplicado por el logaritmo de x.

2. Propiedad del producto: [oga(x * y) = loga(x) + loga(y)

Esta propiedad indica que el logaritmo del producto de dos niumeros es igual a la
suma de los logaritmos de esos nimeros.

3. Propiedad del cociente: loga (x / y) = loga(x) - loga(y)
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Esta propiedad establece que el logaritmo del cociente de dos nimeros es igual a la
resta de los logaritmos de esos ndimeros.

4. Propiedad del cambio de base: loga(x) = logn(x) / logn(a)

Esta propiedad permite cambiar la base del logaritmo. Si se conoce el logaritmo de
"x" en base "a", se puede calcular su logaritmo en base "b" dividiendo el logaritmo
de "x" en base "b" entre el logaritmo de "a" en base "b".

5. Propiedad de la potencia de la base: loga(a™) = m

Esta propiedad establece que el logaritmo de una potencia de la base "a" es igual al
exponente "m".

6. Propiedad del logaritmo de 1: loga(1) = 0
El logaritmo de 1 en cualquier base es siempre igual a 0.
7. Propiedad del logaritmo de la base: loga(a) = 1

El logaritmo de la base a en la misma base es siempre igual a 1.

1.5 Transformaciones y combinaciones en funciones elementales

En el Anexo de este libro se brindan algunas informaciones de las funciones
trigonométricas, las que el estudiante ha estudiado con detenimiento en los niveles

educativos precedentes.

Por otro lado, cabe sefalar que las transformaciones y combinaciones entre funciones
elementales son operaciones que se pueden realizar para modificar o combinar
diferentes funciones. Estas operaciones permiten obtener nuevas funciones a partir de
las funciones elementales basicas, como las lineales, cuadraticas, modulares,
potenciales, exponenciales y logaritmicas. A continuacion, se explicara en qué

consisten estas operaciones y se daran ejemplos de cada una.

Transformaciones de funciones: implican modificar una funcion basica al aplicarle

ciertas operaciones algebraicas o geométricas. Las principales transformaciones son:

a) Desplazamiento o traslacién horizontal: consiste en desplazar la funcion hacia la
izquierda o hacia la derecha en el eje x. Si tenemos una funcion f(x), su traslacion
horizontal se denota como f(x — a), donde "a" representa la cantidad de unidades de

desplazamiento.
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Por ejemplo, la funcién f(x) = x* se desplaza dos unidades hacia la derecha al aplicar

la transformacién f(x — 2), lo que resulta en f(x — 2) = (x - 2)%.

b) Desplazamiento o traslacién vertical: consiste en desplazar la funcién hacia arriba
o hacia abajo en el eje y. Si tenemos una funcioén f(x), su traslacion vertical se denota

como f(x) + b, donde "b" representa la cantidad de unidades de desplazamiento.

Por ejemplo, la funcion f(x) = x? se desplaza tres unidades hacia arriba al aplicar la

transformacion f(x) + 3, lo que resulta en f(x) + 3 = x2 + 3.

c) Reflexion o simetria respecto al eje x o al eje y: consiste en reflejar la funcién
respecto al eje x o al eje y. Si tenemos una funcion f(x), su reflexién respecto al eje x
se denota como —f(x), mientras que la reflexién respecto al eje y se denota como f(-
X).

Por ejemplo, la funcion f(x) = x? se refleja respecto al eje x al aplicar la transformacion

—f(x), lo que resulta en —f(x) = —x°.

Combinaciones de funciones: implican operar dos o mas funciones elementales para

obtener una nueva funcion.
Las principales combinaciones son:

Suma y resta: para sumar o restar dos funciones reales f(x) y g(x), se suman o restan
los valores de f(x)y g(x) para cada valor de x. Es decir, la suma de f(x) y g(x) se

representa como f(x) + g(x), y la resta de f(x) y g(x) se representa como f(x) — g(x)

Por ejemplo:

= La suma de las funciones f(x) = x?y g(x) = 2x es h(x) = f(x) + g(x) = x*> + 2x.

= Laresta de las funciones f(x) = x3y g(x) =x es h(x) = f(x) - g(x) = x> - x.

Multiplicacion: para multiplicar dos funciones reales f(x) y g(x), se multiplican los
valores de f(x) y g(x) para cada valor de x. Es decir, el producto de f(x) y g(x) se

representa como f(x) - g(x).
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Por ejemplo, el producto de las funciones f(x) = x? y g(x) = 2x es h(x) = f(x) * g(x) = 2x°.

Division: para dividir dos funciones reales f(x) y g(x), se dividen los valores de f(x)
entre los valores de g(x) para cada valor de x, siempre y cuando g(x) no sea cero. Es

decir, el cociente de f(x) y g(x) se representa como f(x) / g(x).
Por ejemplo, la divisidén de las funciones f(x) = x?y g(x) = 2x es h(x) = f(x) / g(x) = x / 2.

c) Composicion de funciones: la composicion de funciones es una operacion en la
cual se toma una funcién y se aplica otra funcidén a su resultado. Esto se denota como
(f o g), donde (f) y (g) son funciones. Para el proceso de composicion se toma el
resultado de la funcién (g) y se utiliza como entrada para la funcién (f).
Matematicamente, la composicion se define como: (f o g)(x) = f(g(x)). En otras palabras,

se evalua primero la funcion (g) en (x), y luego se evalda la funcion (f) en el resultado

de (9(x)).

Para que la composicion de funciones sea posible, es necesario que el dominio de la
funcidn (g) coincida con la imagen de la funcién (f). Esto significa que la imagen de la

funcidn (g) debe ser un subconjunto del dominio de la funcion (f).

Algunos ejemplos que ilustran el proceso de composicion de funciones son los

siguientes:

= Ejemplo con funciones lineales: si tenemos las funciones f(x) = 2xy g(x) = x + 3, la
composicion seria: (fo g)(x) = f(g(x)) = f(x + 3) =2(x + 3) = 2x + 6

» Ejemplo con funciones exponenciales y logaritmicas: si tenemos las funciones f(x) =
ey g(x) = In(x), la composicién seria: (f o g)(x) = f(g(x)) = f(In(x)) = "™ = x

Para que la composicion de funciones esté definida, es importante verificar la

compatibilidad de los dominios e imagen de las funciones involucradas.

Cada tipo de funcidén elemental tiene sus propias propiedades y caracteristicas
especificas, como la forma de su grafica, sus puntos criticos, su dominio e imagen,
entre otros, las que influyen en alguna medida en las transformaciones vy

combinaciones posibles entre funciones elementales.
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La importancia de estudiar y comprender estas transformaciones y combinaciones
radica en que nos permiten ampliar nuestro conocimiento y comprension de las
funciones reales. Al aplicar estas operaciones, podemos generar una variedad de
funciones con diferentes comportamientos y caracteristicas, lo que nos ayuda a
modelar fendmenos y resolver problemas matematicos y cientificos de manera mas

precisa.

Ademas, estas operaciones son fundamentales para el estudio de la funcion
compuesta, la cual juega un papel central en areas como el calculo y el analisis
matematico. Al comprender las transformaciones y combinaciones de funciones
elementales, podemos avanzar hacia un analisis mas profundo y sofisticado de las

funciones reales y su comportamiento en diferentes contextos.

1.6 Ejercicios del capitulo
En esta seccidon los estudiantes deben poner en practica sus conocimientos y
desarrollar sus habilidades para comprender los ejercicios y problemas que se

presentan, asi como para resolver aquellos que se les proponen.

1.6.1 Ejercicios resueltos

A continuacion, se proponen un conjunto de ejercicios para sistematizar el contenido
tratado en el capitulo:

1. Defina una funcidn real y de un ejemplo de una funcién real.

2. Represente graficamente la funcion f(x) = 2x — 1 en un sistema de coordenadas.
3. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

__a) Toda funcién real tiene un Unico nimero real en su imagen.

_____b) Una funcidén puede tener mas de un nimero real en su dominio.

____¢) Toda funcion real es una relacion matematica.

4. Encuentre la funcion inversa de la funcion f(x) = 3x + 2.

5. Dibuje la gréafica de la funcion cuadratica g(x) = x2 — 4x + 3.

6. Calcule el valor absoluto de los siguientes numeros: |-5|, |0], |3.5|.

7. En qué valor x la funcién exponencial f(x) = 2x alcanza el valor 16.
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8. Encuentre el valor de x en el que la funcion logaritmica f(x) = log,(x) alcanza el valor
4,

9. Funcioén Lineal:

a) Considera la funcion f(x) = 2x — 3. Encuentra el dominio, imagen y los ceros de la
funcion.

b) Determina si la funcion f(x) = 4x + 1 es par, impar o ninguna de las dos.

) Encuentra la pendiente y la ordenada al origen de la funcion f(x) = =3x + 5.

10. Funcién Cuadratica:

a) Dada la funcion f(x) = x> — 4x + 3, encuentra los ceros de la funcién y determina si
es creciente o decreciente.

b) Encuentra el vértice de la funcién g(x) = =2x* + 4x + 1.

) Representa graficamente la funcién h(x) = (x — 2)> — 1 y encuentre el valor de la
funcion que alcanza el menor valor.

11. Funcién Modular:

a) Considera la funcién f(x) = |x|. Encuentra el dominio, imagen y los ceros de la funcién.
b) Determina si la funcion f(x) = |x — 1| es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

c) Realiza una transformacién horizontal de la funcién f(x) = |x| desplazandola dos

unidades a la derecha.

12. Funcién Exponencial:

a) Dada la funcion f(x) = 2%, encuentra el dominio, imagen y los ceros de la funcion.

b) Determina si la funcion f(x) = 3%~V es creciente o decreciente.

c) Realiza una transformacion vertical de la funcion f(x) = 2* multiplicandola por un
factor de 3.

13. Funcion Potencial:

a) Considera la funcion f(x) = x3. Encuentra el dominio, imagen y los ceros de la funcion.
b) Determina si la funcidn f(x) = x? es par, impar o ninguna de las dos.

¢) Realiza una transformacion vertical de la funcién f(x) = x> multiplicindola por un

factor de 2.
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14. Funcién Logaritmica:

a) Dada la funcion f(x) = logs(x), encuentra el dominio, imagen y los ceros de la funcién.
b) Determina si la funcion f(x) = log,(x + 1) es creciente o decreciente.

c) Realiza una transformacion horizontal de la funcidn f(x) = logs(x) desplazandola dos

unidades a la derecha.

Respuestas:

1. Una funcion real es una relacion matematica que asigna a cada nimero real en su
dominio un Unico nimero real en su imagen. Ejemplo: f(x) = x2, donde el dominio
es el conjunto de todos los niUmeros reales y la imagen es el conjunto de nimeros
reales no negativos.

2. La grafica de f(x) = 2x — 1 es la que se presenta en la figura una linea recta que pasa
por el punto (-1, -3) y tiene una pendiente de 2. La representacion grafica seria una

linea que se inclina hacia arriba desde el punto (-1, -3).

v
>

/ =10}
Figura 30. Representacion de una funcion lineal en un eje de coordenadas
cartesianas.
3. Afirmaciones verdaderas o falsas:

a) Verdadera. Toda funcion real asigna un Unico ndmero real en su imagen.

b) Verdadera. Una funcion puede tener multiples nimeros reales en su dominio.
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c) Verdadera. Toda funcion real es una relacién matematica que asigna elementos de
un conjunto a elementos de otro conjunto.

4. La funcién inversa de f(x) = 3x + 2 es f'(x) = (x - 2) / 3.

5. La gréfica de la funcién cuadratica g(x) = x*> — 4x + 3 es una parabola que se abre

hacia arriba y tiene vértice en el punto (2, -1), ver figura 31.
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Figura 31. Representacion grafica de una funcion cuadratica.

6. El valor absoluto de |-5| es 5, el valor absoluto de |0| es 0 y el valor absoluto de |3.5|
es 3.5.

7. En x = 4 la funcién exponencial f(x) = 2* es igual a 16, ya que 2 elevado a la cuarta
potencia es igual a 16.

8. En x = 16 la funcion logaritmica f(x) = loga(x) alcanza el valor 4, pues f(x) = log,(x) =
4, al despejar la x obtenemos x = 24 = 16.

9. Funcién Lineal:

a) El dominio es el conjunto de todos los niUmeros reales. La imagen es el conjunto de
todos los niUmeros reales. Los ceros de la funcion son x = 1.5.

b) La funcién f(x) = 4x + 1 es una funcion lineal que no es par ni impar, pues se verifica
facilmente que f(-1) = f(x) y que f(-1) = -f(x).

c) La pendiente de la funcién f(x) = =3x + 5 es -3 y la ordenada al origen es 5.

10. Funcién Cuadratica:

a) Los ceros de la funcién f(x) = x> —4x + 3 son x = 1y x = 3. La funcién es decreciente
en el intervalo (-oo, 2) y creciente en el intervalo (2, «).

b) El vértice de la funcion g(x) = -2x? + 4x + 1 se encuentra en el punto (1, 3).
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¢) La funcion h(x) = (x — 2)> — 1 es una parabola que se abre hacia arriba, tiene vértice
en el punto (2, -1), por lo que el valor menor de la funcién es f(2) = 1.

11. Funcién Modular:

a) El dominio de la funcién f(x) = |x| es el conjunto de todos los niUmeros reales. La
imagen es el conjunto de todos los nUmeros reales mayores o iguales a cero. Los ceros
de la funcion son x = 0.

b) La funcion f(x) = |x — 1] no es inyectiva ni sobreyectiva, por lo tanto, no es biyectiva.
c) La transformacién horizontal de la funcién f(x) = |x| desplazada dos unidades a la
derecha es f(x) = |x - 2|.

12. Funcién Exponencial:

a) El dominio de la funcion f(x) = 2* es el conjunto de todos los numeros reales. La
imagen es el conjunto de todos los numeros reales positivos. La funcidn no tiene ceros.
b) La funcidn f(x) = 3%~ es una funcién exponencial creciente en todo su dominio.

c) La transformacion vertical de f(x) = 2* multiplicada por un factor de 3 es f(x) = 3 * 2%,
13. Funcién Potencial:

a) El dominio de la funcién f(x) = x> es el conjunto de todos los nimeros reales. La
imagen es el conjunto de todos los niUmeros reales. Los ceros de la funcion son x = 0.
b) La funcién f(x) = x> es una funcién par.

¢) La transformacion vertical de la funcion f(x) = x> multiplicada por un factor de 2 es
f(x) = 2x°.

14. Funcion Logaritmica:

a) El dominio de la funcién f(x) = logs(x) es el conjunto de todos los numeros reales
mayores a cero. La imagen es el conjunto de todos los nUmeros reales. Los ceros de la
funcién son x = 1.

b) La funcion f(x) = log,(x + 1) es una funcidn logaritmica creciente.

» () La transformacion horizontal de la funciédn f(x) = logs(x) desplazada dos unidades

a la derecha es f(x) = logs(x — 2).
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1.6.2 Ejercicios propuestos

Funcion Lineal:

a) Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (-2, 5) y (3, -1).
b) Determina si la funcion f(x) = —3x + 4 es creciente o decreciente.

) Encuentra el valor de x para el cual f(x) = 2x — 3 es igual a cero.

Funcién Cuadratica:

a) Encuentra las coordenadas del vértice de la parabola f(x) = x*> + 2x - 3.

b) Determina si la funcidn g(x) = —x*> + 4x - 1 tiene un maximo o un minimo.
c) Encuentra los ceros de la funcion h(x) = 2x? — 5x + 3.

Funcion Modular:

a) Encuentra el valor de x para el cual f(x) = [x — 2| es igual a 3.

b) Determina si la funcion g(x) = |2x + 1| es par o impar.

c) Grafica la funcion h(x) = |[x + 1| - 2.

Funcion Exponencial:

a) Encuentra el valor de x en la ecuacién 2%-3) = 4,

b) Determina si la funcion f(x) = 3** 2 es creciente o decreciente.

c) Calcula f(2) para la funcion g(x) = 5%

Funcion Potencial:

a) Encuentra el valor de x en la ecuacion 2* = 16.

b) Determina si la funcion f(x) = x3 es inyectiva o no.

c) Calcula f(4) para la funcion g(x) = 3%,

1.7 Recursos tecnoldgicos y didacticos

A continuacion, se presentan algunos recursos tecnolégicos y didacticos que pueden
ser Utiles tanto para estudiantes como para profesores al estudiar y ensefiar funciones
reales. Estos recursos pueden ayudar a mejorar la comprensién de los conceptos y

facilitar la resolucion de problemas.
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1.7.1 Recursos tecnolégicos

» Software de graficos: Utiliza software como GeoGebra

(https://www.geogebra.org/graphing) o Desmos, que permiten graficar funciones
de manera interactiva. Los estudiantes pueden explorar diferentes funciones,
variar parametros y observar como cambian las graficas en tiempo real.

» Calculadoras graficas: Las calculadoras graficas son herramientas Utiles para
visualizar y analizar funciones. Los estudiantes pueden trazar graficas, encontrar
puntos de interseccidn y realizar otras operaciones relacionadas con las funciones.

» Aplicaciones moviles: Hay varias aplicaciones moviles disponibles que ofrecen
una experiencia interactiva para explorar funciones. Algunas opciones populares
incluyen Photomath, Mathway y Wolfram Alpha. Estas aplicaciones brindan
soluciones paso a paso a problemas matematicos, incluidos los relacionados con

funciones.

1.7.2 Recursos didacticos

= Ejemplos y ejercicios variados: Proporciona a los estudiantes una amplia
variedad de ejemplos y ejercicios que aborden diferentes tipos de funciones. Esto
les permitira comprender mejor los conceptos y practicar la aplicacion de las
propiedades de las funciones.

» Juegos y actividades ludicas: Introduce juegos y actividades interactivas en el
aula para hacer que el aprendizaje de las funciones sea mas divertido y
participativo. Por ejemplo, puedes utilizar juegos de cartas o tableros con desafios
relacionados con la identificacion de funciones o la resolucion de problemas de
funcién.

» Uso de manipulativos: Emplea manipulativos fisicos, como bloques de colores o
fichas, para representar graficamente funciones y realizar operaciones. Esto ayuda

a los estudiantes a visualizar y comprender mejor los conceptos abstractos.
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» Ensefianza basada en proyectos: Propdn proyectos en los que los estudiantes
puedan aplicar los conceptos de funciones en situaciones de la vida real. Por
ejemplo, pueden investigar como las funciones se utilizan en campos como la
economia, la fisica o la biologia, y presentar sus hallazgos de manera creativa.

* Uso de recursos en linea: Aprovecha los recursos en linea, como tutoriales en
video, lecciones interactivas y actividades en linea, para complementar la
ensefianza en el aula. Plataformas educativas como Khan Academy, MathisFun o

Coursera ofrecen una amplia gama de recursos matematicos.
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CAPITULO II. LIMITES Y CONTINUIDAD

2.0 Introduccion al capitulo

En el estudio de las funciones reales, los limites y la continuidad son conceptos
fundamentales que permiten describir el comportamiento de una funcién en un punto
o en un intervalo. En este segundo capitulo, se exploraran los limites y la continuidad
de las funciones reales, y se presentaran las propiedades y técnicas necesarias para

calcularlos.

Se definira el concepto de limite y explicara como se calcula. Ademas, discutira las
propiedades de los limites y estudiara los limites trigonométricos y los diferentes tipos
de indeterminacion. También, incluira recursos tecnoldgicos y didacticos para facilitar

la comprension de estos conceptos y su aplicacion en la resolucién de problemas.

Ademas, se abordara el concepto de continuidad de una funcién real y se presentaran
las propiedades y técnicas necesarias para identificar la continuidad y discontinuidad
de una funcién en un punto o en un intervalo. Se discutiran las diferentes formas de
discontinuidad y se describiran las propiedades importantes que se deben tener en
cuenta al trabajar con funciones continuas. Los recursos tecnoldgicos y didacticos en
esta seccién ayudaran a los estudiantes a comprender mejor la continuidad y a aplicarla

en la resolucion de problemas.

Finalmente, se estudiaran los limites al infinito y se presentaran las técnicas necesarias
para calcularlos. Se abordaran las diferentes formas de infinito y se discutiran las
propiedades importantes que se deben tener en cuenta al trabajar con limites al
infinito. Se incluiran ejercicios de calculo de limites al infinito y recursos tecnoldgicos y

didacticos para facilitar la comprension de estos conceptos.

En resumen, este segundo capitulo proporcionara una introduccién completa al
mundo de los limites y la continuidad de las funciones reales. Los recursos tecnoldgicos

y didacticos incluidos en este capitulo ayudaran a los estudiantes a comprender mejor
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estos conceptos y a aplicarlos en la resolucion de problemas. La comprensidn de estos
conceptos es fundamental para el estudio de temas méas avanzados en la matematica

superior y su aplicacion en areas como la fisica, la ingenieria y la economia.
2.1 Contribucion a la formacion de Competencias

Sobre la base del contenido tratado en este capitulo sobre limites y continuidad se

pretende contribuir a la formacion de competencias genéricas, matematicas y digitales.
Competencias Genéricas:

Pensamiento Critico: Los estudiantes pueden desarrollar habilidades de pensamiento
critico al analizar y evaluar el comportamiento de las funciones en diferentes puntos y
situaciones. Esto implica la capacidad de razonar, hacer conexiones ldgicas y tomar

decisiones fundamentadas basadas en evidencia matematica.

Resoluciéon de Problemas: El estudio de los limites y la continuidad implica la
resolucion de problemas matematicos complejos. Los estudiantes aprenderan a
plantear y resolver problemas relacionados con limites de funciones y continuidad, lo
que desarrollara su capacidad para abordar desafios, aplicar estrategias y encontrar

soluciones adecuadas.

Comunicacion Matematica: Al estudiar los limites y la continuidad, los estudiantes
deben ser capaces de comunicar sus ideas matematicas de manera clara y precisa. Esto
incluye la capacidad de utilizar terminologia matematica adecuada, representar
graficamente conceptos y explicar su razonamiento de manera coherente, ya sea de

forma oral o escrita.

Competencias Matematicas:

Comprension de Funciones: Los estudiantes desarrollaran una comprension profunda
de las funciones reales y su comportamiento en relacion con los limites. Podran analizar
y describir cdbmo las funciones se acercan o se alejan de ciertos valores, identificar

puntos criticos y determinar si una funcién es continua o discontinua.
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Calculo de Limites: Los estudiantes aprenderan a calcular limites de funciones
utilizando diferentes técnicas, como sustituciéon directa, factorizacion y uso de
propiedades de limites. Esto incluye el calculo de limites finitos, limites infinitos y

limites al infinito.

Analisis de Continuidad: Los estudiantes comprenderan el concepto de continuidad
de una funcion y seran capaces de identificar y analizar los diferentes tipos de
discontinuidades. Podran utilizar criterios y propiedades para determinar si una funcién

es continua en un punto o en un intervalo.
Competencias Digitales:

Uso de Software Matematico: Los estudiantes podran utilizar software matematico
como GeoGebra, Mathematica o Maple para realizar calculos simbdlicos, trazar graficos
interactivos y explorar propiedades de las funciones relacionadas con limites y
continuidad. Estas herramientas les permitiran visualizar y analizar de manera mas

eficiente los conceptos matematicos.

Busqueda y Evaluacion de Informacidn: Los estudiantes desarrollaran habilidades de
busqueda y evaluacién de informaciéon en linea para encontrar recursos digitales
relevantes sobre limites y continuidad. Podran seleccionar fuentes confiables, extraer

informacion relevante y utilizarla de manera efectiva para su aprendizaje.

Comunicacion Digital: Al utilizar recursos tecnologicos, los estudiantes tendran la
oportunidad de comunicar y presentar sus resultados y conclusiones de manera digital.
Esto puede incluir la creacion de graficos interactivos, la elaboraciéon de informes
escritos utilizando herramientas de procesamiento de texto, o la participacion en

discusiones en linea para compartir y debatir ideas matematicas.

El desarrollo de estas competencias genéricas, matematicas y digitales permitira a los
estudiantes adquirir competencias profesionales fundamentales que integren el

pensamiento matematico, la resolucion de problemas y la utilizacion efectiva de
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herramientas tecnologicas en el contexto de los limites y la continuidad de las

funciones reales.

2.2 Limites

El estudio de los limites es de fundamental importancia en las matematicas,

especialmente en el campo del calculo y el analisis matematico. Los limites son

conceptos fundamentales para comprender y describir el comportamiento de

funciones y secuencias en situaciones en las que los valores de entrada o salida se

acercan a ciertos valores especificos.

Hay algunas razones por las que el estudio de los limites es importante:

Descripcion del comportamiento de funciones: los limites permiten describir
cdmo se comporta una funcion en puntos especificos. Ayudan a determinar si una
funcion tiene un valor limite en un punto dado y si la funcidon es continua o
discontinua en ese punto. También permiten analizar el comportamiento de una
funcién cuando la variable independiente se acerca a valores infinitos.

Calculo diferencial: los limites son esenciales para el calculo diferencial, que es una
rama importante del calculo. La derivada de una funcién se define en términos de
limites, especificamente como el limite de una razon de cambio cuando el cambio
en la variable independiente se acerca a cero. Las derivadas son fundamentales para
comprender la tasa de cambio de una funcion y son utilizadas en numerosas
aplicaciones practicas, como la fisica, la economia y la ingenieria (ver Capitulo 2).
Calculo integral: los limites también son esenciales en el calculo integral. La integral
definida de una funcion se calcula mediante la suma de infinitos valores
infinitesimales, que se aproximan utilizando limites. El calculo integral tiene
aplicaciones en el calculo de areas, volumenes, longitudes de curvas y muchas otras
cantidades fisicas y geométricas (ver Capitulo 2).

Analisis matematico: los limites son una herramienta fundamental en el analisis
matematico, que se ocupa del estudio riguroso de conceptos como convergencia,

continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad. Los teoremas y resultados en analisis
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matematico a menudo se basan en propiedades y aplicaciones de propiedades de
limites.

» Modelado y prediccion: los limites también son Utiles en el modelado matematico
y la prediccion de fendbmenos. Al comprender como se comporta una funcion o
secuencia a medida que sus variables se acercan a ciertos valores, se pueden hacer

predicciones e inferencias sobre el comportamiento futuro.
2.2.1 Definicion de limite
Aproximacion a la definicion informal de limite:
Supongamos que deseamos encontrar un valor que caracterice el comportamiento de

una funcion y = f(x) alrededor de un punto x,de su dominio. Obsérvese que hemos

enfatizado la palabra alrededor porque obviamente si nos interesara el

comportamiento de la funcién solamente en el punto x, bastaria con conocer su
imagen f(x,). Sin embargo, en muchas ocasiones la funcién simplemente no esta
definida en X, o su valor no esta en concordancia con los valores tomados por la

funcion en los puntos cercanos a x,.

Ejemplos
2

. . ., X . .
Para ilustrar lo anterior tomemos la funcion f(x) = Y Es evidente que el domino de

f es el conjunto de todos los reales a excepcion de x =2, por tanto, hablar del valor
de la funcidn en ese punto carece de sentido. Sin embargo, como se puede apreciar
del propio grafico (figura 32), cuando la x se aproxima al valor de 2 (sin llegar a tomar

ese valor), los valores correspondientes de la imagen se acercan al valor de 4.
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Figura 32. Representacion geométrica del limite de una funcién en un punto

no perteneciente a su dominio de definicion.

1, x>0
sign(x)=< 0, x=0
-1, x<0

Esto se explica facilmente si tenemos en cuenta que para cualquier x =2 la funcién f(x)

. 2. 4 2)(x-2 , L .
coincide con  * _ (xr2)x-2) x+2. De aqui que parece légico caracterizar el

X-2 (x-2)

comportamiento de la funcién en los alrededores del punto x =2 con el valor de 4.

Seala f(x) = sign(x)*la cual se muestra en la figura 33. Note que la funcién sign(x) se define

de la siguiente forma:

¥
ot

O . > X

s, -1 0 1 2
Figura 33. Representacion geométrica del limite de una funcién en un

punto

que no coincide con el valor de esta funcién en el punto.
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La funcion f(x) esta definida en xo, sin embargo, el valor que toma en ese punto no es
representativo de lo que sucede en los alrededores del mismo. Entonces un simple
calculo muestra que la funcién f(x) toma el valor de 1 para todos los reales a excepcion
del punto x =0 donde toma el valor de cero (ver Figura 33). Es facil ver que, aunque

f(0) =0, el valor que caracteriza la funcién en un entorno de 0 es el valor 1.

Todas estas contradicciones nos llevan a la necesidad de introducir un nuevo concepto:

el concepto de limite.

Definicion informal de limite

Sea X, € (a,b) y f una funcién definida en todo ese intervalo excepto posiblemente en x,

. Si la diferencia |f(x) — L| puede hacerse tan pequefia como se quiera para todas las x
suficientemente cercanas (pero desiguales) a x, entonces diremos que L es el limite de la

funcién f cuando x tiende a X, y lo denotaremos por:

lim f(x) =L

X—Xq

En muchos casos el limite de la funcién coincide simplemente con el valor de la funcidn
en el punto, existe una clase de funciones suficientemente amplia que cumple con ese
criterio. Sin embargo, los ejemplos de las figuras 32 y 33 muestran que no siempre es

asi, mas aun no siempre el limite existe. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo
Sea f(x) = i Por la definicion de modulo es facil ver que f(x) coincide con la funcién

sign(x) introducida anteriormente en todos los puntos a excepcion de en cero donde

obviamente no esta definida.
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Figura 34. Representacién geométrica de un punto de la abscisa que no pertenece al

dominio de la funcién y donde no existe el limite.

Si analizaramos solamente los valores negativos de la x, observariamos que cuando x
se acerca suficientemente a cero las imagenes se acercan al valor de -1 (mas
exactamente son iguales a —1). Sin embargo —1 no puede ser el limite de la funcion en

el punto x, =0 por cuanto —1 “no esta cercano” a los valores que toma la funcion a la
derecha del punto x, =0. Puede apreciarse que ningun valor satisface la definicion
dada anteriormente, por lo cual en ese punto la funcidn no tiene limite. Sin embargo
si limitaramos el analisis solamente a los puntos situados a la derecha de x, =0 (o ala
izquierda) es evidente que todas las imagenes se aproximan a -1

(correspondientemente a 1).

Esta observacion anterior conduce al concepto de limite lateral.

Definicion: Limite por la izquierda. Sea f una funcion definida en un intervalo abierto

(a, xo). Si la diferencia [f(x)-L| puede hacerse tan pequefia como se quiera para todas las x
suficientemente cercanas (pero menores) a X, entonces diremos que L es el limite de la

funcion f cuando x tiende a x, por la izquierda y lo denotaremos por:

lim f(x)=L

X—X,
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Definicion: Limite por la derecha

Sea f una funcion definida en un intervalo abierto (x,,b). Sila diferencia [f(x)-L| puede

hacerse tan pequefia como se quiera para todas las x suficientemente cercanas (pero

mayores) a X, entonces diremos que L es el limite de la funcion f cuando x tiende a x,
por la derecha y lo denotaremos por:

lim f(x) =L

X—Xo+

Teorema: sea X, un punto contenido en un intervalo abierto (a,b) y f una funcion definida

en un todo el intervalo, excepto posiblemente en x,. Entonces lim f(x) =L si y sélo si

X=X

lim f(x)=Ly Iim+f(x)=L.

X—Xg-

Es decir, el limite existe si y sélo si existen los limites laterales y estos son iguales. En el

ejemplo de la figura 34 tenemos que:
lim f(x)=-1 y limf(x)=1
x—0- x—0+
por lo que de acuerdo a este teorema el limite no existe, pues los limites laterales a
pesar de existir no son iguales.

La definicién informal de limite en términos de que una diferencia puede hacerse tan
pequeina como se quisiera escogiendo a las x suficientemente cercanas partes de

conceptos imprecisos por la vaguedad de las expresiones enfatizadas anteriormente.

Decir que la diferencia [f(x)-L| puede hacerse tan pequefia como se quiera significa
que para todo £>0, puede encontrarse un intervalo que contenga a X, tal que para

< ¢. Este intervalo

todos los puntos de ese intervalo (desiguales a x,) tengamos [f(x) - L
que contiene a X, podemos tomarlo con centro en el propio x,. De esta manera

obtenemos la siguiente definicion exacta de limite:
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Definicion exacta de limite: Sea x,€ (a,b) y f una funcién definida en todo ese

intervalo excepto posiblemente en x,. Entonces lim f(x) =L significa que para todo
X—X,

<&

X-X,| <& entonces [f(x)-L

>0 existeun 6>0 tal quesi 0<

Observacion: si f tiene limite cuando x tiende a x,, entonces el limite es Unico.

En la figura 35 se representa geométricamente la definicién exacta de limite para el

punto X,. Se tiene que la distancia entre cualquier x € (a,b) y x, es menor que & (pues
geomeétricamente el punto x esta dentro de las bandas x,-6 y x,+ &), por lo tanto,

<g), 0

segun la definicion, la distancia que hay entre f(x) y L es menor que ¢ (\f(x)-L
sea, geométricamente f(x) cae dentro de las bandas L-€ y L+«€.

VA

L+e

/—\: v=L+¢g /
_/ y=L—¢g

L—e¢
0 //XO\\\ X

X0_6 Xo+6

Figura 35. Representacién geométrica de la definicién de limite.
2.2.2 Limites en el infinito
En este punto consideraremos funciones cuyos valores se estabilizan cuando |x| se hace

muy grande y también funciones tales que | f (x)| pueden tomar valores arbitrariamente

grandes cuando x tiende a un punto X,. Analicemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo
Analizar el limite de la funcion f(x) = — cuando x tiende a infinito.
X

Solucion:
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En la figura 36 se muestra la grafica de la funcién.

L2

Figura 36. Comportamiento de la funcion cuando tiende a infinito.

Estudiemos los valores de f(x) para valores grandes y positivos de x. Por ejemplo:

f(10)=0,1
f(100) = 0,01
f(1000) = 0,001

Evidentemente puede lograrse que f(x) se acerque a 0 tanto como se quiera o,

equivalentemente que [f(x)- 0| sea arbitrariamente pequefio. Este comportamiento de

f(x) se expresa por lim f(x) = 0. Es importante recordar que no se puede sustituir nunca
X—>
la variable x por infinito puesto que éste no es un numero real. Entonces la expresién

x tiende a o no significa que la variable x tienda o se acerque a algun nuamero real

determinado, sino que x crece indefinidamente.

La definicion formal de lo que acabamos de enunciar respecto al limite en el infinito se

presenta a continuacion:

Definicion de limite en el Infinito: Si para todo £ >0 existe un ndmero positivo N tal

que siempre que x >N se cumple [f(x)-L| <€ decimos que

lim f(x)=L.

X—+

De igual modo si para todo £>0 existe un nUmero negativo N tal que siempre que

x <N se cumple [f(x)-L| <& decimos que

lim f(x)=L.

X—-
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Pueden obtenerse consecuencias analogas a las enumeradas para los limites en un
punto. En tal sentido, el siguiente teorema es importante para el calculo de limites

especificos.

Teorema

Sea k€ R un numero positivoy ce R un numero real arbitrario. Entonces:

e . C e
2. lim =0 siempre y cuando x* esté definido.
“© X

. P . .
De este teorema se desprende que si f(x) = PO es una funcion racional, y el grado

Q(x)
del polinomio Q(x) es mayor o igual que el de P(x) entonces dividiendo el numerador
y el denominador por x* donde k es el grado Q(x) y aplicando este teorema podemos

obtener facilmente el limite en el infinito.

Ejemplo

: : 2x° -5
Analizar lim ——5——
x—+ 3X° + X + 2

Como sélo interesan en este caso los valores positivos de x podemos suponer que

x #0. Dividiendo entonces por x*el numerador y el denominador obtenemos:

. 2¢-5 : 2-5/x°
lim S 2 4" li > =
x—+e 3"+ X +2  x—23+71/x+2/X

lim 2- lim 5/x° 2.0 2

X—+x X—+®

T lim 3+ lim 1/x+ lim 2/x2_3+0+0 3

X—>+0 X—>+ X—>+o0

Es posible demostrar que si el grado del numerador de una funcién racional es mayor

que el grado del denominador el limite en el infinito no existe.

Veamos ahora la funcion f(x) = )(12 La grafica de f esta en la figura 37.
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Figura 37. Crecimiento ilimitado de la funcién cuando tiende a al punto x = 0.

Si x se acerca a cero (pero x#0), el denominador x°se acerca a cero y por tanto
f(x) = 1 t I des. Por €] lo:
(x)= 2 toma valores muy grandes. Por ejemplo:

f(0,1)=100
f(0,01) = 10000
f(0,001) =100000

Evidentemente podemos lograr que f(x) tome valores tan grandes como queramos

escogiendo a x suficientemente cercano a 0. Esto se expresa simbolicamente asi:

.1
lim — =+
x—0 ¥

Definicion de limites infinitos: sea f una funcion definida en un intervalo abierto que

contiene a X,, excepto posiblemente en x, . La afirmacién: el limite de f(x) cuando x tiende

a X, es +, que se escribe lim f(x) =+« significa que
X—Xg

v M>0,3 &6>0 tal quesi 0<

X-Xo| <& entonces f(x)>M.
De manera anéloga la afirmacion: el limite de f(x) cuando x tiende a X, es -, que se

escribe lim f(x) =-= significa que

X=X,

VM<0,3 6>0 tal quesi 0<

X - X,/ <& entonces f(x) <M.

El siguiente teorema es util para describir el comportamiento de las funciones

racionales.
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Teorema 2.3
Si nes un nimero entero positivo pary c€ R un ndmero real positivo. Entonces:

, C
lim ———— =+
X=X (X = Xq)

Si nes un nimero entero positivo impary ce R un numero real positivo. Entonces:

im ¢ =40y lim & =-w
x—Xo+ (X - XO)” x—%o- (X - XO)”

2.2.3 Propiedades de los limites y tipos de indeterminacion

Aunque pueden calcularse algunos limites aplicando directamente la definicidn, esta
es una tarea que en general es bastante engorrosa, por lo que procederemos a ver los
métodos para el calculo de limites que se derivan de la definicién y que son utiles
aplicarlas combinadas con teoremas de los presentados para el calculo de limites de

funciones.

Propiedades para el calculo de limites cuando tienden a un punto dado:

1. Limite de una funcién constante: Si f es una funcién constante, o sea f(x) =k

entonces limk =k para todo numero real arbitrario c. Es decir, el limite de una
X—C

constante es la propia constante.

Ejemplo:
limf(x)=limk =k

2. Limite de la funcion identidad: El limite de la funcién identidad en cuando x tiende

a un punto dado c es igual a ¢, 0 sea, limx=c. Esta propiedad es una consecuencia

X—C

directa (y trivial) de la definicion.

Ejemplo:

limf(x)=limx=c

X—C X—C

3. Limite del producto por una constante: Si existe el limite de la funcion f(x) cuando
x tiende a un punto dado cy k es un numero real arbitrario, entonces el limite de la

funcién k * f(x) = lim lk * £x) | = k * f(x)

68




CAPITULO II
LIMITES Y CONTINUIDAD

Ejemplo:
2 2
. X+ 1 . . X +1
lim [Tt * ]=limm*lim =m*l=m
x—0 X+1~ x=0  x=0 x+1

4. Limite de la suma y la resta: Si los limites individuales de dos funciones f(x) y g(x)
existen cuando x tiende a un punto dado ¢, entonces el limite de la suma de estas
funciones también existe y se puede calcular como la suma de los limites individuales.

En términos matematicos:

lim[f(x) £ g(x)] = lim f(x) £ lim g(x)

Ejemplo:

Dada la funcién f(x) = x2 + 3 y g(x) = 2x calcula el limite de h(x) cuando x tiende a 2 si

se conoce que h(x) = f(x) + g(x).

Solucion:

lim[f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) = lim (x* + 3) + lim 2x =
X—2 X2 X2 X2 X2

=22 +3+2x2=7+4=11

5. Limite del producto: Si los limites individuales de dos funciones f(x) y g(x) existen
cuando x tiende a un punto dado ¢, entonces el limite del producto de estas funciones
también existe y se puede calcular como el producto de los limites individuales. En

términos matematicos:

Jim [f(x) * g(x)] = lim f(x) * lim g(x)

Ejemplo

Calcula el limite de la funcion h(x) = f(x) * g(x) cuando x tiende a 3, si se conoce que

f(x) = x? y que g(x) = eX.
Solucion:
lirrg[f(x) * g(x)] = lirrg f(x) = lim3 g(x) = lim3(x2) * lim3 eX =

32 xe3 =9 xe3 = 20.0855
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6. Limite del cociente: Si los limites individuales de las funciones f(x) y g(x) existen
cuando x tiende a un punto dado ¢, y el limite de la funcién g(x) no es igual a cero,
entonces el limite del cociente de estas funciones también existe y se puede calcular

como el cociente de los limites individuales. En términos matematicos:

Jim [f(x)/ g(x)] = lim f(x) / lim g(x)

Ejemplo

Calcular el limite de la funcion h(x) = f(x) / g(x) cuando x tiende a 1, si se conoce que

fx) = x*+1yque g(x) = x + 1.

Solucion:

lim [f(x)/ g(x)] = lim f(x) / lim g(x) = lim(x?+ 1) /lim(x+ 1) =

Xx—=>1 Xx—->1 X—=>1 X—=>1 X—=>1
=12+1+1+1=4

A continuacion, el siguiente teorema enuncia algunas propiedades de las sumas,

productos y cocientes de las funciones que tienden a infinito.

Teorema:

Si lim f(x) =+ y lim g(x) = ¢ para algin nimero ce R, entonces :
X—X,

X—Xo

1. Jim () + goa] = +

2. Si >0, entonces lim fX)*g(x)] =+~ vy lim [;(():())] = 400
. ) . : . f(x)
3. Si ¢<0, entonces lim[f(x)*g(x)]=-° y lim[——]=-e
X—Xg X—X, g(x)
. g(x)
. lim===0
T
Ejemplo
Calcular: lim X+ T
x—4 X -
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El numerador y el denominador son funciones lineales cuyos limites siempre existen y
se obtienen (de acuerdo a la consecuencia 4) simplemente evaluando. Si verificamos
el limite del numerador obtenemos que este es diferente de cero por lo que podemos

aplicar la propiedad 3c y obtenemos:

lim(2x +7)
Iim2x+7=XT’4 =2(4)+7= 15
x—4 x-5 Iqu(x-S) 4-5

Desde el teorema anterior pueden obtenerse las siguientes propiedades:

Propiedades para el calculo de limites:

1. VNne Z y VX, € R tenemos lim x" = x;

X—Xg

2. Si f es un Polinomio entonces: lim f(x) = f(x,).

X—Xg

. ., . . P(x) . .
3. Si f es una funcién racional, o sea un cociente o) entre polinomios entonces:
X

)(|I_[I(1 f(x) =1(x,) si x,€ Dom(f).

4. Esta ultima propiedad expresa que si el denominador de una funcién racional no se
anula en el punto entonces el limite simplemente calculado hallando el valor de la

funcién en el punto.

Ejemplos

. 31\
= Calcular: llm( )
X2 1

Como el denominador no se anula en el punto x=2 podemos simplemente evaluar

de donde obtenemos:

- 1 2-1_8-1_

lim = = 7
x—2 X-1 2-1 1
2
. - 2
» Calcular: Ilmﬁ
x—1 X—1
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Como el denominador se anula en el punto x=1 no podemos obtener el limite por
evaluacion porque obtenemos una indeterminacion del tipo 0/0, pues el numerador
también se anula en x=1. De ahi que sea ldgica la idea de factorizar para simplificar

el término x-1. En efecto:

2_
Iirnx 3x+2 (x 1)(x - 2)
x—1 X -1 X—>1 X -1

im(x-2)=

5.Vne Z. y VX, eR. secumple lim?2/x =n/x,

X—Xq

6. VNE Z., nimpar y Vx,€ R se cumple lim%/x =1/x,

X—Xo
Ejemplo

%
Calcular: Iimﬂ
x—84-(16/x)

Procederemos como sigue:

%+3( lim ( /+3f) |lmX/+I|m3( /

lim” = x=0 = x28 X8 +3£:4+6ﬁ:2+3ﬁ
«g 4-(16/x)  lim[4-(16/x)] I|m4-I|m(16/x) 4-(16/8) 2
x—8 x—8 x—8

7. Si una funcion tiene limite cuando xtiende a X, entonces:

lim n/f(x) =n/f(x,), siempre y cuando n sea un entero positivo impar o bien n sea un
X—Xq

entero positivo y X|II’I(1 f(x) > 0.

El concepto de indeterminacion en el calculo de limites de funciones se puede detectar
al estudiar las propiedades aritméticas de estos limites. Asi, se observa que, al operar
algebraicamente con funciones convergentes (sumandolas, multiplicandolas,
dividiéndolas, extrayendo logaritmos o elevando una a otra) se suelen obtener
funciones que también son convergentes, y cuyos limites se pueden calcular a partir

de los de aquéllas. Sin embargo, esto no siempre es asi, existen casos en los que no
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son de aplicacion las citadas propiedades, y el posible limite (el de la funcion que
resulta al operar con ciertas funciones dadas) no depende sélo de los valores que
tomen los limites de éstas, sino que varia de unos casos a otros, pudiendo, incluso, no

existir.

Estos son los casos a los que llamaremos “limites indeterminados” o “casos de
indeterminacion”. Los tipos de indeterminacion existentes en el calculo de limites de

funciones de una variable real son los que se muestran en la tabla 1.

Tabla 1. Tipos de indeterminacion presentadas en el calculo de limites de funciones.

Tipos de Indeterminacion Ejemplo
Cox*+2
oo / co m —
x—0 X° + X
x2—2x+1
0/0 lim———

x—1 x—1

1 x*+1
0-co im — -
x>oX 5
3
1IN
0° lim (—)X
X—00 \ X
1
000 lim (x3)x*
X—00
1% lim(1 — x?)x
x—0
11
00 — 00 lim (— - —2)
x—0 \X X

2.2.4 Limites notables

» Limite fundamental algebraico
El nimero "e" que sirve de base al logaritmo natural o neperiano puede definirse

directamente por el siguiente limite

b 1.x
e—Xh_r)noo(1+;)
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el cual recibe el nombre de limite fundamental algebraico.
Este limite también puede escribirse como
1
e= lim (1+a)a
a—0

Obsérvese que al evaluar este limite se llega al valor 1%, o sea, una indeterminacion.

El nUmero e es el limite de cualquier expresion que pueda ser llevada a una de las dos

formas anteriores. En general, cualquier expresion que pueda ser llevada a la forma

1 . . ;.
(1+ V)Ycon Y tendiendo a oo, tiene como limite el valor e.

Ejemplo:
Al evaluar los siguientes limites se llega a la indeterminacion 1%, es por ello que se
utiliza como estrategia realizar transformaciones para utilizar el limite fundamental

algebraico.

X

1. Hallar el siguiente limite: lim (1 +§)-2

X—

X
lim (1 +E)2 = lim (1 +1—)Y =e
X Y

X—> Y 5

ya que haciendo Y = x/2 se tiene que cuando x— o, también Y — co.

» Limite fundamental trigonométrico

., .. senx .
Sea la funcion definida por f(x) = ~—— para x # 0. Suponga que se quiere calcular
X
. senx . . . , ;. .
lim ——. Si se aplican directamente las reglas para el calculo de limites se obtiene la
x—0 X
indeterminacion de la forma 0/0, que como se vio arriba. Sin embargo, es posible

demostrar que (Stewart, 2008, pp. 190-191)

senx

lim

x—0 X

1
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recibiendo este, el nombre de limite fundamental trigonométrico. Su importancia

estriba en que con su utilizacion es posible el calculo de otros limites.

Ejemplo
Calcular los siguientes limites aplicando la definicion del limite fundamental

trigonométrico:

. tanx
1. lim
x—0 X
senx
. tanx . . senx 1

lim = lim 95X = |im *

x—0 X x—0 X x—0 x COS X

.osenx . . 1
= lim * lim =1*1=1

x—0 x x—0 cos x

» Tercer limite fundamental

El calculo de este limite es importante para la realizacién de célculos que se realizaran
ulteriormente.

Por definicién a = "3, a > 0. Luego

X _q exlna_1

lim = lim
x—0 X x—0 X

Si se hace la sustitucion "2 = 1 + a (puesto que cuando x —0 entonces a —0) y se
aplica logaritmo natural, esta relacion se convierte en

In ¥ na _, (1+a)

xIlna*Ine=In(1+a)

X Ina=In(1+a)

In(1+a
L_In@+a)
Ina
Por tanto
lim &_ lim ﬂ_ lim _a
X0 X 450 In(1+a) 40 In(1+a)
Ina Ina
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| | lim Ina |
_ na _ na na
lim -———— = lim C= a—0 T =Ina
a—0%In(1l+a) a—0 = _ - Ine
a In (1+a)a lim In(1+a)a
a—0

Porsera=0yIna=0, setiene

aX-1

lim =Ina

x—0 X

eX -1

Cuando a = e resulta que lim =1

X—0

Ejemplo
= Calcular el siguiente limite _lim x ()\(/5—1), a>0
X—>00

Solucion:
Por propiedades de los limites
1
1 lim =
lim x* lim (@x -1)= lim x*( lim a > X~ lim 1)

X—  X— X—>o0 X—>00 X—> 0
Si se pasara al limite en esta situacion se tendria .0 lo que conduce a una

indeterminacion.

1 —
lim x(@x -1) = lim

X—> X —> 0

=Ina
1
X

2.3 Continuidad de una funcion real

El analisis de la continuidad de una funcion real es de gran importancia en matematicas
porque proporciona informacién fundamental sobre el comportamiento de la funcion
en su dominio. La continuidad de una funcién implica que no hay agujeros, saltos,
quiebres o discontinuidades bruscas en su grafica. Una funcién continua puede ser
trazada sin levantar el lapiz, lo que significa que no tiene puntos de quiebre repentinos

0 agujeros en su grafica.
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Algunas razones importantes por las que el analisis de la continuidad es relevante son

las siguientes:

Comportamiento local: La continuidad permite estudiar cdbmo se comporta una
funcion en un punto especifico y en su entorno inmediato. Proporciona informacion

sobre si la funcion esta bien definida y si se puede evaluar en ese punto.

Existencia de soluciones: La continuidad es una condicion necesaria para la existencia
de soluciones de ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Si una funcién es continua en
un intervalo y se cumple un teorema de existencia, podemos garantizar que se

encontrara al menos una solucidn en ese intervalo.

Propiedades de las operaciones: Las operaciones algebraicas basicas (suma, resta,
multiplicacion y division) preservan la continuidad de las funciones. Esto significa que
si dos funciones son continuas, su suma, resta, producto y cociente (cuando el

denominador no sea cero) también seran continuas.

Teorema del valor intermedio: La continuidad es esencial para aplicar el teorema del
valor intermedio, que establece que si una funcion es continua en un intervalo cerrado,
entonces toma todos los valores intermedios entre el valor de la funcion en los
extremos del intervalo. Este teorema es Util para probar la existencia de soluciones de

ecuaciones y para demostrar propiedades de las funciones.

Teorema del valor extremo: La continuidad asegura que una funcion definida en un
intervalo cerrado alcanzara un maximo y un minimo absoluto en ese intervalo. Este
resultado, conocido como teorema del valor extremo, es importante para optimizacion

y problemas de maximo y minimo.

En resumen, el analisis de la continuidad de una funcién real es fundamental para
comprender su comportamiento, establecer la existencia de soluciones, aplicar
teoremas relevantes y demostrar propiedades importantes. Proporciona una base

solida para el estudio y la aplicacion de las matematicas en diversos campos.
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La figura 38 ilustra cuatro comportamientos tipicos de las funciones de una variable

real.

Ay A Ay B
50 s PN
l Xo0 ;
A
D

N y=f(«:)

)o:(] X
.
X0 X

Figura 38. Cuatro comportamientos tipicos de las funciones de una variable real.

Grafico Caracteristica esencial que distingue el comportamiento que se
ilustra
La funcién esta definida en el punto X, y existe el limite cuando x tiende a
A Xo Y es igual a f(xo), que es el valor que toma la funcién al ser evaluada en
este punto; es decir, se cumple la condicion lim f(x) = f(x,)
X—Xp
La funcidn esta definida en el punto x, y existe el limite cuando x tiende a
B Xo, pero no es igual a f(xo), que es el valor que la funcidon toma al ser
evaluada en este punto; es decir, lim f(x) # f(x()
X—Xq
No existe el limite de la funcidon cuando x tiende a X, por ser desiguales
C los limites laterales; que existen (son finitos); es decir, lim f(x) =
X—Xo—
lim f(x)
XX+
Es infinito el limite de la funcién cuando x tiende a X, es decir,
D lim f(x) = o
X—X(
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Funcion continua en un punto

Definicion de continuidad:

Una funcién f es continua en X, € R si se satisfacen las tres condiciones siguientes:
1. f esta definida en un intervalo abierto que contiene a x,.

2. lim f(x) existe y es finito.

X—Xg

3. lim f(x) = f(x,)

X—Xo

Una funcién f es continua cuando es continua en todos sus puntos del dominio.

La verificacion del hecho de que una funcién dada sea continua en un determinado
punto xo tiene que basarse en comprobar las tres condiciones de la definicion de
continuidad (ver grafico A de la figura 38):
Cuando para una funcion dada y un determinado punto o nimero xo, se incumple por
lo menos una de las tres condiciones anteriores, la funcion recibe el nombre de
discontinua en ese punto. Las funciones que se presentan en los graficos B, Cy D de la
figura 38 son todas discontinuas en el punto xo. Ellas ilustran algunas de las causas que
con mas frecuencia provocan que una funcion deje de ser continua:
* Funcion con una discontinuidad evitable en un punto
El hecho esencial que se ilustra en el grafico B es que esa funcion tiene limite cuando
x tiende a xo. La funcién representada es discontinua por no cumplirse la condicién
3. Si una funcion es discontinua en un determinado nimero o punto xo, pero tiene
limite cuando x tiende a xo, entonces esta discontinuidad recibe el nombre de
evitable.
* Funcion con una discontinuidad no evitable en un punto
Los graficos C y D ilustran discontinuidades no evitables, lo que esta determinado
porque tanto en una como en otra no existe el limite. En C el limite no existe por ser
desiguales los limites laterales, aunque ambos son finitos. De esta discontinuidad
no evitable se dice que es de salto, que es la diferencia entre los limites laterales. En

D el limite es infinito, porque ambos limites laterales lo son. A esta discontinuidad
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no evitable se le llama infinita. Para tener una discontinuidad no evitable infinita

basta con que uno de los limites laterales sea infinito.

Teorema

1. Si g escontinua en X,€ R y f escontinua en g(x,)€ R entonces fog es continua
en X, € R

2. Si f es continua en x, € Ry estrictamente mondtona en algun intervalo abierto que
contiene a X, entonces existe una funcion inversa definida sobre el intervalo

< f(a),f(b) >, igualmente continua y estrictamente monotona.

Una consecuencia directa de este teorema es la siguiente proposicién:

Teorema

Si g es continua en x,€ R y f escontinua en g(x,)€ R entonces:

lim flge)) = f lim g(x)

Entonces, respecto a la continuidad de las funciones elementales el siguiente teorema

asegura la continuidad de las funciones potencial, exponencial y seno.

Teorema

1. La funcion potencial f(x) = x" es continua en todo punto X, €R.
2. La funcidn exponencial f(x) = a* es continua en todo punto X, €R.

3. La funcién trigonométrica f(x) = senx es continua en todo punto X, € R.

De este teorema y del anterior se desprende que sus correspondientes funciones
inversas también son continuas. Por lo tanto, la funcién f(x) = %/x y la funcién logaritmica

f(x) =log,(x) son continuas en cada punto del intervalo (0, «) A su vez, la funcion
: . T T
f(x) = arcsen(x)es continua al menos en cada punto del intervalo (_E' E) donde, como

es facil ver, la funcion f(x) = senx es mondtona.
También de aqui se desprende que la funcién f(x) = cosxes continua todo punto x, €
R. En efecto basta tomar en cuenta la relacién cos(x)=sen(x +5). Asi podemos proseguir

con otros casos. En general llamaremos funcién elemental a una funcién que pueda
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expresarse como el resultado de un numero finito de sumas, productos, cocientes y
composiciones entre las funciones del Teorema anterior y sus inversas. Es posible
demostrar que toda funcion elemental es continua en cada punto de su dominio.

A continuacion, se presentan teoremas fundamentales sobre las funciones continuas,

los cuales tienen una relevante aplicacion en la matematica superior.

Teorema (Teorema del Valor Medio) (de Cauchy)

Si f es continua en el intervalo cerrado [a,b], y w es cualquier nimero entre f(a) y

f(b), entonces existe al menos un nimero c€ [a,b] tal que f(c)=w

Teorema (de Bolzano-Cauchy)

Si f es continua en el intervalo cerrado [a,b], y f(a)*f(b) <0, entonces existe al menos

un nimero c€ [a,b] tal que f(c)=0.

La condicién f(a)*f(b) <0 simplemente indica que los valores de la funcién en los
extremos toman valores de signos contrarios. La equivalencia del Teorema del valor

medio con el Teorema de Bolzano-Cauchy es obvia.

En efecto, si partimos de la validez del Teorema del valor medio, se cumple que
f(a)*f(b) <0 entonces w=0 es un numero entre f(a) y f(b) y, por tanto, existe al
menos un niumero c€ [a,b] tal que f(c)=0. A lainversa, si suponemos el Teorema de
Bolzano-Cauchy valido, w es un nimero entre f(a) y f(b), el Teorema del valor medio
se demuestra facilmente introduciendo la funcidn auxiliar g(x)=f(x)-w que
obviamente es continua y toma valores de signos contrarios en los extremos del
intervalo. Existiria por tanto un numero c€ [a,b] tal que g(c)=0=f(c)-w o sea
f(c)=w.

Geométricamente este teorema significa que la grafica de una funcidon continua que
empieza por debajo del eje de las x y termina por encima del mismo debe cruzar a este

eje en algun punto (ver figura 39).
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f(b)

R

] S
-t

Figura 39. Grafica de una funcion continua que se intersecta con el eje x.

La continuidad de la funcion f es necesaria y esencial; la funcion que tiene discontinuidad,
al menos en un punto, puede pasar del valor negativo al positivo sin anularse. Lo cual se

muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

1, -1<x<0
f(X)_{—l, 0<x<1

Esta funcién tiene dominio de definicion en el intervalo [-1, 1]. Sin embargo, la imagen
es discreta, esta compuesta por los puntos 1y -1. Esta funcién no es continua por lo que

pasa del valor negativo al positivo sin anularse.

El teorema Teorema de Bolzano-Cauchy puede usarse no solo para establecer la
existencia de la raiz sino también para su calculo aproximado aplicando el método de
la biseccion. En efecto, consideremos el polinomio P(x)=x>+x-1, tenemos que
P(0)=-1<0, P(1)=1>0, osea, en los extremos del segmento [0, 1] el polinomio P(x)
toma valores de signos diferentes. Por consiguiente, de acuerdo al Teorema de
Bolzano-Cauchy, en el intervalo (0,1) existe al menos una raiz del polinomio. Si

tomamos el punto £=1 que es el punto medio del segmento [0,1] obtenemos

P(}) =-2<0. Por lo tanto, al menos una raiz se halla en el intervalo (,1) ya que en los
extremos de ese intervalo la funcion cambia de signo. Tomemos ahora & =2 que es
el punto medio del segmento [},1]. Tendremos P(3)=1.>0 lo que unido a

P(1) =-2 <0 nos demuestra que existe una raizen (3,3).
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Siguiendo ese proceso podemos hallar limites mas y mas estrechos para la raiz del
polinomio P(x). Como en cada paso del proceso dividimos el intervalo a la mitad este

método se denomina el método de la biseccion.

Teorema (Primer teorema de Weierstrass)

Si f es continua en el intervalo cerrado [ab], entonces ella es acotada en ese
segmento, o sea, existe un nimero K >0 tal que para todos los x€ [a,b] es valida la

desigualdad: [f(x) <K

Observacion: Si la funcion f es continua en el intervalo (a,b), en el semintervalo (a,b]
o [a,b), entonces no es obligatorio que f sea acotada en él. Por ejemplo la funcion

f(x) =1/x es continua en el semintervalo (0,1] pero no es acotada en él.

Teorema (Segundo teorema de Weierstrass)

Si f es continua en el intervalo cerrado [a,b], entonces en este segmento f alcanza
sus cotas exactas, superior e inferior, es decir, en el segmento [a,b] se encuentran

puntos a y B tales que: f(a) < f(x) y f(B)=f(x), VxE€ [a, b].

Es evidente que para el segundo teorema de Weierstrass es esencial la continuidad en
el segmento [a,b]. Analicemos el siguiente ejemplo.
Ejemplo:

El grafico de la siguiente funcidn esta representada en la figura 40:

0, x=-1
f(x) = x, x€(—11) :
O, x = 1 .} I 3

Figura 40. Funcién no continua en los extremos del intervalo cerrado [-1, 1].
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La funcién f es continua en (-1,1) aunque discontinua en los extremos de ese

intervalo. Es evidente que f no alcanza sus cotas exactas ya que, en efecto, la cota
superior minima es igual a 1y la cota inferior maxima es igual a -1y ninguno de estos
valores es tomado por la funcion.

2.4 Ejercicios del capitulo

En esta seccidn los estudiantes deben poner en practica sus conocimientos y
desarrollar sus habilidades para comprender los ejercicios y problemas que se

presentan, asi como para resolver aquellos que se les proponen.
2.4.1 Ejercicios resueltos

1. Calcula el limite de la funcién f(x) = (3x? - 5x + 2) / (x - 1) cuando x tiende a 1.

Solucion:
Se verifica la indeterminacion del tipo 0/0

Aplicando la factorizacion del numerador, tenemos:
_Bx=2)x - 1)
- x-1

Cancelando el factor comdn (x — 1), obtenemos que f(x) = 3x -2

f()

Sustituyendo x = 1, obtenemos:

lim(B3x-2)=31) -2 =1
n-1

1

e . .7 X— .
2. Calcule el limite de la funcion =— cuando x tiende a 1.

Solucion:

Se verifica la indeterminacién del tipo 0/0

Entonces, se puede descomponer directamente el numerador y simplificar con el
denominador:

x—1 x—-1 . 1 1

lim =lim———-= — =

x—>1 X3-1 x=1 (x—1)(x2+x+1) x—=1 (X2+x+1) 3
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3. Calcular el siguiente limite:

o 1-e X

lim

X—0 senx
Solucion:

Si se pasa al limite directamente se tiene una forma indeterminada 0/0, sin embargo,

realizando las siguientes operaciones.

1 1 eX-1 x(ex—l)
. X X . X X1 1. x
lim —&— = lim -&— = lim —X*& = |im L
x50 SENX _gSenx 5 Senx x50 X X senx
X

N 1 . 1

lim * lim —X* lim sen x =(lne)*(1)*(1) =1
x—0 X x—0¢e —0

X

4. Calcula el limite de la funcidn g(x) = (2x3 - 5x? + 2x) / (x* - 4) cuando x tiende a 2.

Solucion:
Se verifica la indeterminacion del tipo 0/0

Aplicando la factorizacién del numerador y del denominador, tenemos:
_x(2x = D(x — 2)

g(x)

x—=2)x + 2)
Cancelando el factor comun (x - 2), obtenemos:
x(2x — 1)
B0 =5

Sustituyendo x = 2, obtenemos:

5 x(2x — 1) 3(2x2-1) 3%3 9
2 (x +2)  2+2 4 4

= 2.25

. _ . 1
5. Hallar el siguiente limite: ZI|_r)noo(1 + E)?’Z

Solucion:

A aplicar el limite fundamental algebraico se obtiene que:

lim (1+ 93 = lim [(1+ %P =[ lim (1+l)z]3 P

Z— > Z 7 — 7 —
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6. Calcule el siguiente limite: lim
w—0 senw

Solucion:

Aplicando el limite fundamental trigonométrico se obtiene:

] lim1 :
. w .
lim = lim v W‘*OnM/=—7=W
w—0SenW 0 € lim > 1
w w—0 W
sen2v

7. Calcule el siguiente limite: lim
v—0 v

Solucion:
Aplicando el limite fundamental trigonométrico se obtiene:

sen2v . 2sen2v sen2v
= IIm =

2*1=2

lim = lim 2* lim
vo»0 Vv v—0 v v—>0 v—0

2V

8. Analice la continuidad de la siguiente funcion y = E

X

Solucion:

La funciony = i se muestra graficamente en la figura 41.

y &

Figura 41. Representacion geomeétrica de la funcion y = %
Seaa#0 entonces limf(x) = lim= ==
X—a xXx—aX a
Luego, f(x) es continuaena # 0 = Vx # 0 f(x) es continua.

1

Seax =0 entonces Ilim f(x) = lim e w y lim f(x) = lim = =o0
X—0~ Xx—-0~ X x-07t x-0t X

Luego, f(x) no tiene limite en x = 0 y por lo tanto no es continua en este punto.

Se concluye que f(x) es continua Vvx # 0 y discontinua en x = 0.
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9. Analice la continuidad de la funcion y = ﬁ

Solucion:

Ny 1 s .
La funciony = — Se muestra graficamente en la figura 42.

v
>

Figura 41. Representacion geométrica de la funciéon y = ﬁ

. . 1 1
Seaa # 1 entonces limf(x) = lim— =—
X—a x—a X—1 a—-1

Luego, f(x) es continuaena+# 1= Vx# 1 f(x) es continua.
Seax =1 entonces lim f(x) = lim l=—w y lim f(x) = lim low
x-1~ X—-1" X x-1t x-1t X
Luego, f(x) no tiene limite en x =1 y por lo tanto no es continua en este punto.

Se concluye que f(x) es continua vx # 1 y discontinuaenx =1

2.4.2 Ejercicios propuestos
1. Analiza la continuidad de la funcién f(x) = 2x? - 3x + 1 en todo su dominio.

X+3
7)X

2. Hallar el siguiente limite: XIE)nOO( »

3. Hallar el siguiente limite: lim (1 +)1()X+5

. - . sen2v
4. Calcule el siguiente limite: lim
v—0 v

5. Analice la continuidad de la siguiente funcion y = i

x—1

6. Analice la continuidad de la siguiente funcion y = —
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2.5 Recursos tecnoldgicos y didacticos
A continuacion, se presentan algunos recursos tecnologicos y didacticos que pueden

ser Utiles tanto para estudiantes como para profesores al estudiar y ensefar el
contenido de limite y continuidad. Estos recursos pueden ayudar a mejorar la

comprensién de los conceptos y facilitar la resolucién de problemas.

2.5.1 Recursos tecnologicos

Calculadoras graficas: Las calculadoras graficas pueden ser herramientas poderosas
para visualizar graficamente las funciones y explorar su comportamiento cerca de
ciertos puntos. Estas calculadoras permiten trazar graficos, encontrar puntos criticos,
calcular limites y analizar la continuidad de una funcion.

Software de matematicas: Hay varios programas de software de matematicas,
como Mathematica, Maple y GeoGebra, que ofrecen funciones avanzadas para el
calculo de limites y el analisis de la continuidad. Estos programas permiten realizar
calculos simbolicos, trazar graficos interactivos, resolver ecuaciones y explorar
propiedades de las funciones.

Aplicaciones moviles: Existen aplicaciones moviles especificas para el calculo de
limites y el estudio de la continuidad de funciones. Algunas aplicaciones populares
incluyen Limit Calculator, Calculus Toolkit y Wolfram Alpha. Estas aplicaciones
brindan soluciones paso a paso, graficos interactivos y ejercicios practicos para
mejorar la comprension de los conceptos.

Plataformas en linea: Hay plataformas educativas en linea, como Khan Academy y
Coursera, que ofrecen cursos y recursos interactivos sobre calculo y matematicas
avanzadas. Estas plataformas proporcionan lecciones, ejercicios, videos explicativos
y evaluaciones para ayudar a los estudiantes a aprender y practicar los conceptos
relacionados con limites y continuidad.

Videos educativos: YouTube y otras plataformas de video tienen una amplia
variedad de videos educativos que explican de manera visual y didactica los
conceptos de limites y continuidad. Estos videos pueden ser Utiles para

complementar las explicaciones en el aula y brindar ejemplos practicos de aplicacion.

88



CAPITULO II
LIMITES Y CONTINUIDAD

2.5.2 Recursos didacticos

Manipulables fisicos: Utiliza manipulables fisicos, como bloques de construccion,
fichas o regletas, para representar graficamente las funciones y explorar visualmente
cdmo cambian cerca de ciertos puntos. Esto puede ayudar a los estudiantes a

comprender conceptos abstractos de una manera mas concreta y tangible.

Tarjetas de actividades: Crea tarjetas de actividades con preguntas y ejercicios
relacionados con limites y continuidad. Los estudiantes pueden trabajar en grupos o
de forma individual para resolver los problemas y discutir sus soluciones. Estas
tarjetas pueden incluir desafios, problemas de aplicacién y ejemplos concretos para

fortalecer la comprensién de los conceptos.

Juegos interactivos: Disefa juegos interactivos, como juegos de mesa o juegos en
linea, que involucren el calculo de limites y el analisis de la continuidad. Estos juegos
pueden ser divertidos y desafiantes, y permiten a los estudiantes practicar los
conceptos matematicos de una manera ludica. Algunos ejemplos podrian ser

"Carrera de limites" o "Buscando la continuidad".

Visualizaciones y graficos interactivos: Utiliza visualizaciones y graficos
interactivos en clase para mostrar como cambian las funciones y como se comportan
cerca de ciertos puntos. Puedes utilizar software como GeoGebra o Desmos para
crear graficos dinamicos que permitan a los estudiantes explorar diferentes

funciones y observar como afectan los cambios en los limites y la continuidad.

Proyectos y aplicaciones practicas: Propdn proyectos o aplicaciones practicas que
permitan a los estudiantes aplicar los conceptos de limites y continuidad en
situaciones del mundo real. Por ejemplo, podrian investigar como se modela el
crecimiento de una poblacion utilizando funciones y analizar los limites de esta

funcién para predecir el tamafo futuro de la poblacion.

Debates y discusiones en clase: Fomenta debates y discusiones en clase sobre

temas relacionados con limites y continuidad. Puedes presentar preguntas
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provocativas o problemas retadores que requieran razonamiento y argumentacion.
Esto ayuda a los estudiantes a desarrollar habilidades de pensamiento critico y a

profundizar en su comprension de los conceptos matematicos.
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Capitulo Ill. CALCULO DIFERENCIAL

3.0 Introduccion al capitulo

El calculo diferencial es una rama fundamental de las matematicas que se enfoca en el
estudio de las derivadas de las funciones y sus aplicaciones. En este tercer capitulo, se
explorara la derivada de una funcion y se presentaran las reglas de derivacién para
varios tipos de funciones. Ademas, se discutiran las aplicaciones de la derivada, como

la regla de L'Hopital y el calculo de maximos y minimos de funciones.

En la seccidn 3.1, se definira el concepto de derivada de una funcion y se explicara su
interpretacion geométrica. Se presentaran las reglas de derivacion para funciones
comunes, como las funciones logaritmicas, exponenciales y trigonométricas. Asimismo,
se explicara la regla de la cadena y la derivacion implicita, y se introducira el concepto
de derivada de orden superior. Los recursos tecnolégicos y didacticos en esta seccidon
ayudaran a los estudiantes a comprender mejor estos conceptos y a aplicarlos en la

resolucion de problemas.

En la seccion 3.2, se discutiran las aplicaciones de la derivada en el calculo diferencial.
Se explicara la regla de L'Hopital y codmo se utiliza para calcular limites que presentan
indeterminaciones. También se abordara el calculo de maximos y minimos de funciones
y la representacién de funciones. Se incluiran recursos tecnologicos y didacticos para
facilitar la comprension de estas aplicaciones y su aplicacién en la resolucion de

problemas.

En resumen, este tercer capitulo proporcionara una introduccion completa al mundo
del calculo diferencial y su aplicacion en la resolucion de problemas. Los recursos
tecnolégicos y didacticos incluidos en este capitulo ayudaran a los estudiantes a
comprender mejor estos conceptos y a aplicarlos en la resolucion de problemas. La

comprension de estos conceptos es fundamental para el estudio de temas mas

91



CAPITULO 11l
CALCULO DIFERENCIAL

avanzados en las matematicas superiores y su aplicacion en areas como la fisica, la

ingenieria y la economia.

3.1 Contribucion a la formacion de Competencias

A partir del contenido del calculo diferencial del Capitulo Il se puede contribuir a

formar las siguientes competencias genéricas, matematicas y digitales en los

estudiantes.

Competencias Genéricas:

Pensamiento critico y analitico: Los estudiantes podran analizar y comprender
conceptos matematicos relacionados con el calculo diferencial, identificar relaciones
entre variables y realizar razonamientos légicos en el contexto de derivadas de
funciones.

Resolucion de problemas: Podran aplicar los conceptos y técnicas del calculo
diferencial para resolver problemas relacionados con la derivada de funciones y su
interpretacion geométrica y econdmica.

Habilidades de comunicacion: Podran expresar de manera clara y precisa las ideas
matematicas relacionadas con el calculo diferencial, tanto de forma oral como
escrita, al explicar las interpretaciones geométricas y econémicas de la derivada y al
comunicar los resultados obtenidos en la resolucién de problemas.

Trabajo en equipo: Podran colaborar con otros estudiantes en la resolucion de
problemas y actividades relacionadas con el calculo diferencial, fomentando la
discusion y el intercambio de ideas.

Autonomia y autorregulacion: Podran gestionar su propio aprendizaje en el
calculo diferencial, estableciendo metas y planificando su estudio de manera

efectiva.

Competencias Matematicas:

» Comprension de la derivada de una funcién: Los estudiantes desarrollaran la

capacidad de comprender el concepto de derivada de una funcién y su relacién con
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la tasa de cambio instantanea, asi como la interpretacién geométrica de la derivada
como pendiente de la recta tangente.

Aplicacion de la regla general de derivacion: Aprenderan a aplicar la regla general
de derivacidon para obtener la derivada de funciones algebraicas y trascendentes,
incluyendo polinomios, exponenciales, logaritmos y funciones compuestas.
Interpretacion geométrica de la derivada: Podran interpretar geométricamente la
derivada de una funcién como la pendiente de la recta tangente a la curva en un
punto dado, y utilizar esta interpretacion para analizar el comportamiento de la
funcién.

Derivadas laterales: Seran capaces de calcular las derivadas laterales y utilizarlas
para analizar el comportamiento de una funcién en un punto especifico.
Interpretacion econémica de la derivada: Aprenderan a interpretar la derivada en
el contexto econodmico, relacionandola con conceptos como la tasa marginal de
cambio o la elasticidad.

Aplicacion de las reglas de derivacion: Seran capaces de aplicar las reglas de
derivacion para obtener la derivada de funciones algebraicas y trascendentes,
incluyendo la regla del producto, del cociente, de la cadena y la derivacién
logaritmica.

Calculo de derivadas de orden superior: Desarrollaran la habilidad de calcular
derivadas de orden superior, aplicando sucesivamente el proceso de derivacion.
Concepto de diferencial y su aproximacion: Comprenderan el concepto de
diferencial como una aproximacion lineal al incremento de una funcion y su relacion
con la derivada.

Aplicaciones de la derivada: Seran capaces de utilizar la derivada en la resolucién
de problemas y aplicaciones practicas en campos como la fisica, la ingenieria y la
economia, incluyendo la optimizacion de funciones y el calculo de maximos y
minimos.

Regla de L'Hoépital: Aprenderan a utilizar la regla de L'H6pital para calcular limites

indeterminados que involucren funciones y sus derivadas.
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» Problemas de optimizacion: Seran capaces de abordar problemas de optimizacion
utilizando el calculo diferencial, determinando maximos y minimos relativos de
funciones.

» Ejemplos de aplicaciones de la derivada en economia: Podran aplicar los
conceptos del calculo diferencial en situaciones econdmicas, como la maximizacion
de beneficios o la minimizacion de costos, y analizar el comportamiento de variables

econdmicas utilizando la derivada.
Competencias Digitales:

» Uso de recursos tecnolégicos: Los estudiantes podran utilizar herramientas
tecnoldgicas, como software de calculo simbdlico o grafico, para explorar y visualizar
funciones, realizar calculos de derivadas y resolver problemas relacionados con el
calculo diferencial.

» Busqueda y gestion de informacion: Seran capaces de buscar informacion
relevante sobre calculo diferencial en fuentes digitales confiables y organizarla de
manera efectiva, utilizando herramientas tecnologicas para acceder a recursos y
referencias actualizadas.

» Comunicaciéon digital: Podran utilizar herramientas digitales para presentar y
compartir resultados matematicos, como graficas o calculos de derivadas, de
manera clara y comprensible, utilizando software especializado o plataformas de
comunicacion en linea.

= Pensamiento computacional: Aprenderan a abordar problemas matematicos
relacionados con el calculo diferencial de manera algoritmica, utilizando
herramientas digitales y la légica computacional para disefiar estrategias de
resolucion.

» Alfabetizacién digital: Desarrollaran habilidades basicas relacionadas con el uso de
software matematico y la comprension de interfaces graficas, asi como la capacidad
de evaluar la validez y confiabilidad de las herramientas y recursos digitales

utilizados en el calculo diferencial.
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Estas competencias genéricas, matematicas y digitales son relevantes para que los
estudiantes adquieran un conocimiento solido sobre el calculo diferencial y puedan

aplicarlo de manera efectiva en diversos contextos académicos y profesionales.

3.2 Derivada de una funcién

Definicion: Sea y = f(x) una funcion dada. La derivada de y con respecto a x, denotada

por d—y se define por:
dx

dy lim Ay: lim f(x + Ax) — f(X)

dx B Ax—)OE Ax—0 AX

siempre que exista este limite.

Observaciones:

El simbolo

. se denomina como operador diferencial e indica que lo que esta
X

situado a su derecha debera ser derivado. Otra forma de este operador es Dy,

A la derivada también se le conoce como coeficiente diferencial y la operacion de

calcular la derivada de una funcidon se denomina derivacion.

Si la derivada de una funcién existe en un punto particular, decimos que la funcion es

derivable en ese punto.
La derivada de y = f(x) con respecto a x también se denota por:

dy d(f) df

y' f(X), &’E’&I Dx(}’)l DX (f)

3.2.1 Regla general de derivacion

Para derivar cualquier funcion y = f(x) se deben dar los siguientes pasos:

1) Se da un incremento Ax a la variable independiente x y se obtiene, en general, un
incremento en la funcion cuyo nuevo valor seray + Ay = f(x + Ax), esta sera la funcion

incrementada.
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2) Para obtener el incremento de la funcién Ay, se tiene que Ay = f(x + Ax) — f(x)
3) Se divide Ay por Axy se obtiene:

Ay _ f(x + Ax) — f(X)
AX AX

A esta expresion se le denomina como razén incremental o tasa de cambio

promedio.

4) Se calcula el limite de la razén incremental cuando el incremento de la variable
independiente (Ax) tiende a cero obteniéndose la tasa de cambio instantanea o

derivada de la funcion f(x).

A f(x + Ax) - f
im A = i (A0 T
Ax—0AX  Ax—0 Ax

Ejemplo:

Calcule la derivada de la funciény = 3x® + 5.
Solucion:

1. Para obtener la funcidn incrementada y + Ay, sustituimosa x por x + Ax en

la funcidn original asi:
y + Ay = 3(x + Ax)? + 5
obteniéndose la funcion incrementada.
2. Para obtener el incremento de la funcidn, restamos a la funcidon incrementada, la
funcion sin incrementar asi:
Ay = 3(x + AX)® + 5 — (3x? + 5)
= 3[x° + 2XAX + (AX)’] + 5— (3x® + 5)
= 3x% + 6XAX + 3(Ax)? + 5-3x° -5
= 6XAX + 3(Ax)?

3. Dividiendo por Ax, obtenemos:
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Ay/AX = 6x + 3AX
4. Calculando:

lim &Y = lim (6x+3x)=6x = f(x)

Ax —0 AX Ax—0

Observacion:

A pesar de que este es el procedimiento general para encontrar la derivada de las
funciones reales, no es el que en la practica se utiliza para encontrar las derivadas de
funciones. Mas adelante se presentaran las reglas de derivacién que posibilitan un

proceder mas practico y simplificado para encontrar la derivada (ver subepigrafe 3.1.6).

3.2.2 Interpretacion geométrica de la derivada

Para realizar esta interpretacion se utilizaran como apoyo, los mismos pasos que se
dieron para calcular la derivada de cualquier funcién mediante la regla general de

derivacion y a partir de estos se realizara la interpretacion geométrica.

Seay = f(x) una funcion continua en un determinado dominio D y Ao(x,y) un punto fijo
de la curva, asi como Ai(x + Ax, y + Ay) un punto movil de la misma, muy cercano a

Ao. Véase la figura 42.
Primer paso:

= Sise daunincremento Ax a la variable x, se obtiene, en general, un incremento Ay

de la funcion y, es decir:

y + Ay = f(x + Ax) = NA; funcion incrementada
Segundo paso:
» Se busca el incremento de la funcion Ay:

Ay = f(x + Ax) — f(x) = NA1— NR = RA1
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Figura 42. Interpretacion geométrica de la derivada de una funcion.
Tercer paso:

Dividiendo Ay entre Ax para obtener la razon incremental:

Ay fx+Ax) - f(x) RA| _RAq
Ax Ax T MN AR

=tan £ RAcA1=tan 6
= pendiente de la secante AoA1

Obsérvese detenidamente el sentido geométrico del cuarto paso. Como Ao es un
punto fijo y A1 un punto movil de la curva, a medida que Ax tiende a cero, el punto
A+ se mueve sobre la curva acercandose a Ao y larecta secante AoAs, va tomando

como posicion limite, la de la tangente en el punto Ao. En la figura 42 tenemos que:
0 = angulo de inclinacién de la secante AoA+

0 = angulo de inclinacién de la tangente AoT

Luego, por lo que:

Cuarto paso:

Calculando el limite de la razén incremental cuando el incremento de la variable

independiente Ax tiende a cero, tenemos:

A f(x + Ax)- f
lim A lim M= lim tana=tana=jy=f'(x):m1-
X

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

donde my es la pendiente de la recta tangente a la funcion f(x) en el punto Ao
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Observacion: Por lo tanto, el valor de la derivada en cualquier punto de una curva es

igual a la pendiente de la tangente a la curva en ese punto.

3.2.3 Ecuaciones de las rectas tangente y normal a una curva en un punto

Partiendo de la interpretacion geométrica de la derivada, puede determinarse

facilmente las ecuaciones de las rectas tangente y normal a una curva en ese punto.

Sea y = f(x) la expresién analitica de una funciéon. Si se quiere obtener la ecuacion de
la recta tangente a la curva en el punto P(xoYo), debe procederse de la siguiente

manera:

a) Calculamos la primera derivada de la funcion y se evalla para el punto P(xo,Yo),
obteniéndose el valor numérico de la pendiente de la recta tangente a la curva en

P.

b) Teniendo la pendiente y un punto, se determina la ecuacion de la recta, mediante la

férmula:
Y — Yo = M7 (X—Xo)
Observacion:
Como la recta normal a la curva en P(xoyo) es perpendicular a la tangente, debe

cumplirse que:

é memN=—1

Ejemplo:

Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curvay = x* + 3 en el punto
(1.1.

Solucion:

Calculando la derivada de la funcidn, se tiene:

y' = 2x
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De aqui se sigue que mt = 2x, y como se quiere la ecuacion de la tangente en el punto
(1.7),
mr|x=1=2(1) =2
que es el valor de la pendiente de la tangente. Asi, la ecuacion de la tangente en ese
punto sera:
y-1=2(x-1)
y —1=2x-2
y = 2x-1

La ecuacion de la recta normal en ese punto sera:

y =1 =-1>(x-1)
y=1=-"x+"%
y=-Y2x+3/2

3.2.4 Derivadas laterales

Retomando el concepto de funcidon derivada, supongamos que al considerar que
Ax—0, lo hace solo para valores a la derecha del punto fijo x, es decir, considerando
solo los valores positivos (Ax > 0), entonces el limite correspondiente (si existe), recibe
el nombre de derivada lateral derecha de f en el punto x. Se puede representar asi:

f(x + Ax)
dim = = £ (%) = £, ()
Analogamente, cuando Ax—0, haciéndolo solo para valores a la izquierda del punto
fijo x, es decir, considerando los valores negativos (Ax < 0), entonces el limite
correspondiente (si existe), recibe el nombre de derivada lateral izquierda de f en el

punto x. Esta puede representarse asi:

. f(x + Ax)
Iim ——=f_(x)=f (x)
Ax—0~ Ax 124
Para que exista la derivada f'(xo) de la funcion y = f(x) en el punto x = xo, s necesario
y suficiente que existan y coincidan en dicho punto sus derivadas a la izquierda y a la

derecha, es decir, debe cumplirse:
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f (Xo) = f_',_(Xo)

En caso contrario la funcion no es derivable en x = xo.

Ejemplo:

Sea la funcion y = |x|, analice si existe la derivada de esta funcién en el punto x= 0
Solucion:

Véase la figura 43 la representacion geométrica de la funcion modular.

Asi tenemos que

Ay |x + Ax| - |x]
Ax Ax

-4 -9 " 2 4
Figura 43. Representacion geométrica de la funcion modular.

Six > 0, se tiene x + Ax > 0 para Ax suficientemente pequefio y

Six < 0, tenemos x +Ax < 0 para Ax suficientemente pequefio y

Ay —(x + AX) — (-X) Ax )
AX AX T Ax

De este modo:
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1
y' = i —y—{_l,esdecir, Ay/Ax =1 si x>0 O Ay/Ax=-1 si x<0.

= m =
Ax—>0 Ax
Sea ahora x = 0, entonces:

Ay [0+ax -0 [ax

=Signo Ax

AXx Ax AX

lAx| . A 1, si Ax>0

Ax = Slgno. Ax= -1, s1 Ax<O

Por esta razon:
A ) A

lim —y=1, lim —y=—1

AX—>0+ AX AX—)O_ AX

Asi pues, la funcion |x| tiene en el punto x = 0 una derivada derecha igual a 1, y una

derivada izquierda igual a -1, lo que significa que no existe la derivada en el punto x

= 0.

3.2.5 Interpretacion economica de la derivada

Para llevar a cabo esta interpretacién nos apoyaremos en el ejemplo que se presenta a

continuacion.

Supongamos que en una fabrica el costo total de producir x articulos por semana viene

dado por C =200 + 0.03x (pesos). Asi, si se producen 100 articulos a la semana, el

costo serd C = 200 + 0.03 (100)* = $500 y el costo promedio por articulo sera 500/100=

$5.00.

Si se quiere cambiar el nivel de produccion semanal de 100 a (100 + Ax), en donde Ax

representa el incremento de la produccion en la semana, entonces el costo es:

C + AC = 200 + 0.03(100 + Ax)?
=200 + 0.03[10000 + 200Ax + (Ax)?]

=200 + 300 + 6Ax+0.03(Ax)?
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=500 + 6Ax + 0.03(Ax)?
Por tanto, el costo extra determinado por la produccion de los articulos adicionales es:
AC = (C + AC) — C= 500 + 6Ax + 0.03(Ax)*>~500
= 6Ax + 0.03(Ax)?
Y el costo promedio por articulo de las unidades extras es:
AC/Ax = 6 + 0.03Ax que constituye la tasa de cambio promedio.

Es decir, si la producciéon aumenta de 100 a 150 articulos por semana (de modo que
Ax = 50), el costo promedio de los 50 articulos adicionales es igual a 6 + 0.03 (50) =
$7.50 por cada uno. Si el incremento es de 100 a 110 (de modo que Ax =10), el costo
promedio extra de los 10 articulos es igual a $6.30 por cada uno. Por lo que el costo
marginal es el limite del costo promedio por articulo extra cuando este nimero de
articulos extra tiende a cero. Es decir, es el costo promedio por articulo extra cuando

se efectda un cambio muy pequefo en la cantidad producida.

Costo marginal = lim AC_ iy 671003Ax

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

siendo este valor la tasa de cambio instantanea.

Observacion: En el caso de una funcidn de costo general C(x) que represente el costo

de producir una cantidad x de cierto articulo, el costo marginal se define en forma

similar por:
AC . C(x+ Ax) - C(x)
im — = lim
Ax—>0 Ax Ax—>0 Ax

El costo marginal es la derivada de la funcion de costo total respecto a la cantidad

producida y se representa por:

Costo marginal = e
dx
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3.2.6 Reglas de derivacion de funciones algebraicas y trascendentes

Para calcular la derivada de cualquier funcion basta con aplicar la regla general de
derivacion basada en la definicién de derivada, sin embargo, ese proceso es laborioso
y a veces dificil. Debido a esto, para simplificarlo se utilizan las llamadas reglas de
derivacion para funciones elementales (algebraicas y trascendentes), las que pueden ser
demostradas a través de la regla general. Asi, si u = f(x); v = g(x); w =h(x) son funciones

derivables de x podemos expresar:

» [a derivada de una funcion constante es cero.

d(e)

| = 0, donde c es un valor constante
X

» La derivada de una variable respecto a ella misma es igual a 1.

» La derivada de una suma algebraica de funciones es igual a la suma algebraica de sus

derivadas.

dlu+v-w) du dv dw
Sl A
dx dx dx dx

* Lla derivada del producto de una constante por una funcién es igual al producto de la

constante por la derivada de la funcion.

d d
—(cu) = c—u, donde c es una constante.
dx dx

» [aderivada del producto de dos funciones es igual a la primera funcion por la derivada

de la sequnda, mds la sequnda funcion por la derivada de la primera.

d dv du
—(uv)=u—+v—
dx dx dx

» La derivada de una funcion potencial es igual al producto del exponente por la base

elevada al exponente disminuido en uno por la derivada de la base.
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d n
— (U )=nu

dx

1du

1=t — (con n constante)
dx

» La derivada de un cociente es igual al denominador por la derivada del numerador
menos el numerador por la derivada del denominador dividido todo por el cuadrado

del denominador.

du v
i(g)_m
dx\v/ 2

» [a derivada de una funcién dividida por una constante es igual a la derivada de la

funcion dividida entre la constante.

du

d(u dx
—|—]=— (con c como valor constante)
dx\c c

» la derivada de la raiz enésima de una funcién es igual a la derivada de la funcion
entre n veces la raiz enésima de la funcion elevada al indice de la raiz disminuido

en uno.

du
d¥u) &

dX nnlun—l

» [a derivada de la raiz cuadrada de una funcidn es igual a la derivada de la funcion

,conneNynx>2

dividida entre el duplo de la raiz cuadrada de la funcion.

du
dWu) _ dx
dx 2vu

» [a derivada del logaritmo natural de una funcién es igual a la derivada de la funcién,

dividida entre la funcion.
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» [a derivada del logaritmo de base 10 de una funcién es igual a la derivada de la

funcién dividida entre la funcién, multiplicado todo por el logaritmo base 10 de e.

du

d
—(logu) = dx loge
dx u

» La derivada de una funcion exponencial de base diferente de e es igual a la propia

funcién por el logaritmo natural de la base y por la derivada del exponente
i(a”) = an(lna)d—n ,conae R a>0a=1
dx dx

» [a derivada de una funcion exponencial de base e es igual a la propia funcion por la

derivada del exponente.

S (ety=et

dx dx

» La derivada de una funcion potencial-exponencial o sea una exponencial de base
variable y exponente variable es igual a la suma de las derivadas, considerdndola

primero como una funcién potencial y después como una funcién exponencial o

viceversa.

d du d
— (@)= vu' T —+u'In u—V
dx dx dx

» [a derivada del seno de una funcion es igual al coseno de la funcién por la derivada

de la funcion.

du
—(senu)=cosu—

dx dx

» [a derivada del coseno de una funcion es igual a menos el seno de la funcién por la

derivada de la funcion.

du
—(cosu)=—-senu—
dx dx
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La derivada de la tangente de una funcién es igual a la secante al cuadrado de la

funcién por la derivada de la funcion

i (tan u) = seczu d_u
dx dx

La derivada de la cotangente de una funcién es igual a menos la cosecante cuadrada

de la funcién por la derivada de la funcion.

du
— (cotu) = —esc?u—

dx dx

La derivada de la secante de una funcion es igual al producto de secante de la funcién

por la tangente de la funcién y por la derivada de la funcién.

du
—(secu) =secu x tanu—

dx dx

La derivada de la cosecante de una funcion es igual a menos el producto de la

cosecante de la funcién por la cotangente de la funcion y por la derivada de la funcion.

( ) . du
—(cscu)=—-cscu x cotu—
dx dx

La derivada del arco seno de una funcion es igual a la derivada de la funcion dividida

por la raiz cuadrada de uno menos la funcion al cuadrado

du
d(arcsen u)  dx

dx 1-y2

La derivada del arco coseno de una funcion es igual a la férmula anterior, pero

precedida de signo menos.

du
d@arccos u) = dx
dx 1-u?

La derivada del arco tangente de una funcion es igual a la derivada de la funcion

dividida entre uno mds el cuadrado de la funcion.
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» [a derivada del arco cotangente de una funcion es igual a la formula anterior, pero

precedida del signo menos.

du
darccot u) ~ dx
dx 1+u?

» [a derivada del arco secante de una funcién es igual a la derivada de la funcion

dividida entre el producto de la funcién por la raiz cuadrada de la funcién al cuadrado

menos 1.

du
d(arcsec u)  dx

dx uu? -1

» [a derivada del arco secante de una funcién es igual a la férmula anterior precedida

de signo menos.

du
dlarccsc u) ~ dx
dx ufu? -1

Ejemplo:

Hallar la derivada de las siguientes funciones:

1 5
ay=5+ —- x? +x
X

b)y = 3x? + xe* = In (x> +3) + x/5
Qy = +3)? + x*—sen x?

Solucion:

1
a)y=5+——\/x2+x
X
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dy dB) d 1 d 9 —
dx  dx +dx(x)_dx( X7 +x)

d 2, 4
1 _dX(X )+dX(x): 1 2x +1

X_z 2\/x2+x X2 _2\/x2+x

=0-

b) y = 3x% + x.e*—In (x> +3) + x/5

2
d d d d 1d
_yZS_(X2)+X_(eX)+eX dX2—
dx dx dx dx x4 +3 5 dx

2x
3(2x) + xe* + e* — B +1/5

x“ +3
2
= 6X + xe* + e* — X + 1/5
x“+3

Q) y=03+3)2+x—senx’

dy d 3 2 4 x d 3
dx_dx(X +3) +dX(X)_dX(SenX)

d d d d
&y:2(x3+3)&(x3+3)+x.xx_1&(X)+x2|nx&(x)—COSX3&(X3)

=203 + 3)(3x) + xx* 1 + x*In x = (3x3) cos x>

= 6x2(x3 + 3) + X + x*In x — (3x%) cos X3

3.2.7 Derivadas de funciones compuestas

En ocasiones sucede que la variable y no se define, directamente, como funcién de x,
sino que se da como funcion de otra variable v que es definida como funcion de x. En
este caso, y es funcion de x por intermedio de v, y se llama funcién de funcion o funcién

compuesta

Para derivar estos tipos de funciones se puede:
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1. Expresar la variable y directamente como funcién de x, es decir, realizar la

composicion primero y luego derivar.

2. Aplicar la Regla de la cadena, es decir, si y=f(v) y v=g(x), entonces:

dy/dx = dy/dv. dv/dx

Demostremos lo expresado en el punto 2 a través de la aplicacion de la regla general

de derivacion simultaneamente a las dos funciones, asi:

» Paso#1. y+ Ay =f(v+ Av) vV + Av = g(X + AX)
» Paso #2: Ay = f(v + Av) —f(v) AV = g(X + AX) — g(X)

Ay  f(v+Av) —{(v) Av  g(x + Ax) - g(x)
Av Av Ax Ax

= Paso # 3:

Formemos el producto de las dos razones, tomando los primeros miembros, asi:
Ay/Av x Av/Ax que esigual a Ay/Ax.
Por tanto, A Av Ax
» Paso # 4: cuando Ax—0, igualmente Av—0. Pasando al limite, se obtiene:
Ay . Ay Av

im — = lim —x lim —
Ax—>0Ax Av—>0Av Ax—0 Ax

loqueesigual a —=——

Observacion: La derivada de la variable y respecto a x es igual al producto de la

derivada de y respecto a v por la derivada de v con respecto a x.

Ejemplo

Tasas relacionadas. La funcion de «costo de una cierta empresa es
C(x) = 25 + 2x — 1/20 (x?), donde x es el nivel de produccion. Si este es igual a 5
actualmente y esta creciendo a una tasa de 0.7 por afo, calcule la tasa en que los costos

de produccion se estan elevando.

Solucion:
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Se conoce que dx/dt = 0.7 (aqui el tiempo esta dado en afios).
El costo marginal se obtiene mediante:
dc/dx = 2 = x/10

por consiouiente: 4 d¢ 4 % dx
or consiguiente: at = dXX It = —10 It

Sustituyendo x =5, el nivel de producciéon actual, obtenemos: dc/dt= (2 — 5/10)(0.7) =
1.05

Este resultado indica que los costos de produccién se estan incrementando a una tasa

de 1.05 por afo.

3.2.8 Derivadas de funciones implicitas

Cuando se da una ecuacién que relaciona dos variables x (variable independiente) e
y (variable dependiente), de manera que la variable que representa a la funcién (y) no

esta despejada, se dice que y es una funcion implicita de x.
Por ejemplo, la ecuacion
y —2x =0, )

define y como funcion implicita de x. También podria considerarse a x como funcion

implicita de y.

En general, cuando una ecuacién, definida en el campo de variacion de sus variables

se escribe de la forma f(x, y) = 0 se dice, que y es una funcion implicita de x o viceversa.

A veces es posible despejar la variable que representa a la funcién, obteniendo asi una

funcién explicita. En la ecuacion (1) puede despejarse a y, obteniéndose
y =2X%, (2)

donde y aparece como funcidn explicita de x. Sin embargo, puede ocurrir que la
variable y que representa la funcion no pueda ser despejada, por ejemplo, en la

ecuacion:
X3+ 2x%y —y3x = 5
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Como puede observarse en esta ecuacion no es posible despejar a la variable y, en este
caso para calcular la derivada de y con respecto a x, es necesario seguir el llamado

proceso de derivacion implicita, que consiste en los siguientes pasos:
* Primer paso:
Se deriva término a término respecto a la variable independiente x, asi tenemos:
d(3)/dx + d(2x?y)/dx — d(y3x)/dx = d(5)/dx
3x% + (2x2dy/dx + 4xy) — (y* + 3xy?dy/dx) = 0
3x% + 2x2dy/dx + 4xy — y> — 3xy?dy/dx = 0
» Segundo paso:

Se agrupan en un miembro los términos que contienen la primera derivada (dy/dx)

y en el otro miembro los que no la contienen; asi tenemos:
2x%dy/dx + 3xy?dy/dx = y3 -3x%- 4xy
* Tercer paso:
Sacando como factor comun la primera derivada, tenemos:
(2x%+3xy?)dy/dx = y* —3x% —4xy
= Cuarto paso:

Despejando la primera derivada, tenemos:

dy y3 —3x2 — 4xy
i 2 2

dx 2x“ + 3xy

Note que la primera derivada es, en general, una funcién de x y de y.

3.2.9 Método de la derivacion logaritmica

Este método es util usarlo para simplificar el proceso de derivacidén y generalmente,
debe ser aplicado cuando es posible aplicar previamente las propiedades de los

logaritmos y después derivar. Consiste en aplicar logaritmo natural a ambos miembros
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de la ecuacion y basado en las propiedades de los logaritmos, transformar la funcién

original en una expresion equivalente donde el proceso de derivacion sea mas simple.

Ejemplo

Dada la siguiente funcic X(X2_3)exdt ine la derivada y'

ada la siguiente truncion y=———, determine la aderivada y.
9 VX + 3 y

Solucion:
* Primer paso

Aplicando [n a ambos miembros, tenemos:

x(x2 - 3)e*

Iny=1In N
= Segundo paso:
Aplicando propiedades de los In en el segundo miembro, tenemos:
Iny = In x(x>-3)e* —In(x+3)"2
=Inx + In (x*=3) + In & — 2In (x+3)
=Inx + In (x*>=3) + xIn e = V2 In (x+3)

* Tercer paso:

Derivando implicitamente, tenemos:

+ 3 +1-1/2

Yy
y x“ -3 X+ 3

M|

= Cuarto paso:

Despejando y' tenemos:

= 1+ 2x +1+ 1
YRV N 2(x+3

2

]

x(x“ 3)e* 1 L 1
x+3 0 x y2 3 2(x +3)
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3.2.10 Derivadas de orden superior

En general, la derivada de una funcién de x es también una funcion de x. Puede ocurrir
que esta nueva funcion sea también derivable; en este caso la derivada de la primera
derivada se llama segunda derivada de la funcidn original. De la misma manera, la
derivada de la segunda derivada se llama tercera derivada, y asi sucesivamente, hasta

la derivada enésima.

A su vez, a estas derivas también se les conoce como derivadas de orden superior, o
sea: derivada de primer orden, derivada de segundo orden, derivada de tercer orden y

asi sucesivamente hasta la derivada de enésimo orden.

Observacion: note que, si el orden de la derivada superior se escribe con niumeros
arabigos, estos deben escribirse entre paréntesis para no confundirlo con un
exponente de potencia, es decir, si y = f(x) es una funcién que admite derivadas de
orden superior en un determinado dominio D, podemos escribir sus derivadas
sucesivas asi:

@ (4)

y@  ye Y@ oy
6 y” ,y'” y 'V,...,y n)

es decir, en este caso se escriben con nUmeros romanos sin paréntesis, con excepcion

de la derivada enésima.

Ejemplo

Dada la funcién y=3x3+2x?>-x+1 calcule la derivada de tercer orden dy® = d3y/dx® = y""

Solucion:
y' = 9%%+ 4x-1
y' =18x + 4
y" =18
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Note que en el caso de un polinomio de grado n, la derivada enésima y™ siempre sera
una constante y las derivadas de orden superior y"*1: y *2: son todas iguales e

iguales a cero.

3.2.11 Concepto de diferencial de una funcion de una variable independiente
Supongamos que la funcion y = f(x) es derivable en el intervalo [a, b]. En un punto x

del intervalo [a, b] la derivada de esta funcion se determina por la igualdad

A
lim =Y —(x)
Ax—0 Ax

Cuando Ax— 0, la razén Ay/Ax tiende a un niumero determinado f'(x), por tanto, se

diferencia de la derivada f'(x) en una magnitud infinitamente pequefa:
Ay/Ax = f' (x) + a
donde a—0 cuando Ax—0.
Multiplicando ambos miembros de la igualdad anterior por Ax, obtenemos:
Ay = f'(x) AX + aAx (5)

Dado que en el caso general f'(x) = 0, entonces, cuando x es constantey Ax—0, el
producto f'(x) x Ax es una magnitud infinitamente pequefa de primer orden respecto
a Ax. El producto a Ax es siempre una magnitud infinitamente pequena de orden

superior a Ax, ya que:

. 0oAx _
lim —=1limaoa =0
Ax—=0 AX Ax—0

Asi pues, el incremento Ay de la funcion se compone de dos sumandos, de los cuales
el primero recibe el nombre de parte principal del incremento [cuando f'(x) = 0], que es

lineal con relaciéon a Ax.
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Definicion: El producto f'(x). Ax se denomina diferencial de la funciény se designa por

dy 6 df(x).

De modo que, si la funcidén y = f(x) tiene derivada f'(x) en el punto x, el producto de
esta por el incremento Ax, del argumento se llama diferencial de la funciony se designa

con el simbolo dy, o sea,

dy = f'(x). Ax (6)

Hallemos el diferencial de la funciény = x. En este caso y'= (x)' = 1, y por tanto:
dy =dx=Ax &6 dx=Ax

De este modo, el diferencial dx de la variable independiente x coincide con su
incremento Ax. Laigualdad dx = Ax podria considerarse como definicién del diferencial

de una variable independiente. Asi la expresién puede escribirse:
dy = f'(x) dx

Por tanto, la derivada f'(x) puede ser considerada como razén del diferencial de la
funcion respecto al diferencial de la variable independiente. Asi, la férmula (5), puede

expresarse:
Ay = dy + oAX (7)

Asi pues, el incremento de la funcion difiere del diferencial de esta en una magnitud

infinitamente pequefa, de orden superior respecto a Ax.

Esto nos permite, a veces, utilizar en los calculos aproximados la igualdad aproximada:
Ay ~ dy (8)

6 lo que es lo mismo
f(x + Ax) — f(x) = f'(x). Ax 9)

3.2.12 El diferencial como aproximacion del incremento

Es evidente que el incremento de la funcidon Ay y su diferencial dy son

aproximadamente iguales. Cuando solamente se desea un valor aproximado del
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incremento de una funcién, en general, es mas facil, desde el punto de vista del

calculo, calcular el diferencial que el incremento.

Ejemplos

1) Seay = x*> + x + 1y supongamos que x sufre un incremento desde x = 2 hasta x =

2.01. Encuentre el diferencial

Solucion:

La variacion real esta dada por Ay = [(2.01)? + 2.01 + 1]- [2> + 2 + 1] = 0.0501
y su diferencial por dy = f'(x)dx = (2x + 1)dx = [2(2) + 1][0.01]= 0.05.

Notese que los anteriores, son valores aproximadamente iguales.

2) Calcular aproximadamente el valor de J126

Solucion:

Sea la funcion f (x) = Ix

Como 126 no tiene raiz cubica exacta, buscamos un niumero proximo a él, que si tenga

raiz cUbica exacta, en este caso 125 y asi obtenemos:
X0=125 = f(x o) = f(125) = $125
Xo+ Ax=126 = Ax =126 —xo= x = 126 —125 =1 = dx
f(x o + Ax) = f(126) = 3126

Como Af = f(xo+Ax) — f(xo) = df /x = xo
f (xo + AX) = df/x = xo + f(x0)

Ademas:
f(x) = %?’/72: f(xo) = f' (125)= %3\/(53)2 = 1/3.52= 1/75

df‘xzXO =f' (xo)Ax ="' (xo)dx = 1/75(1) = 1/75

17




CAPITULO 11l
CALCULO DIFERENCIAL

1
luego 9126 = - +5=50133

3.3 Aplicaciones de la derivada

La derivada es un concepto fundamental en el calculo diferencial que desempefa un
papel clave en diversos campos, como el analisis de funciones, la obtencidon de limites
y la solucion de problemas econémicos. En el contexto de la maximizacion y
minimizacion de funciones, la derivada permite determinar los puntos criticos donde
una funcién alcanza sus maximos o minimos locales. Estos puntos criticos representan
valores extremos que son de gran importancia en la optimizacion de sistemas y la toma

de decisiones.

Ademas, la derivada también es fundamental para comprender y calcular limites. Al
analizar el comportamiento de una funcion a medida que se acerca a un punto
especifico, se utilizan técnicas derivativas para calcular la tasa de cambio instantaneo y
determinar si la funcion se aproxima a un valor limite o diverge. Esta capacidad de
aproximar limites usando la derivada es esencial en el estudio de funciones y en la

resolucion de problemas matematicos y cientificos mas complejos.

En el ambito de la economia, la derivada tiene una importancia significativa. Muchos
problemas economicos implican la optimizacién de funciones que representan
variables clave, como costos, ingresos o utilidades. Al utilizar las herramientas
derivativas, es posible determinar los puntos criticos que representan la maximizacién
0 minimizacion de estas variables, lo que resulta fundamental para la toma de

decisiones eficientes en el ambito empresarial y econdmico.

En resumen, la derivada es esencial para el andlisis de funciones, la determinacién de
maximos y minimos, la obtencién de limites y la solucién de problemas econémicos.
Su comprension y aplicacion adecuada permiten realizar analisis mas profundos de
fendmenos matematicos y cientificos, asi como facilitar la toma de decisiones en el

ambito empresarial y econdmico. Por lo tanto, el estudio y dominio de la derivada

118



CAPITULO 11l
CALCULO DIFERENCIAL

representan una herramienta invaluable para resolver una amplia gama de problemas

y situaciones en diversos campos del conocimiento.
3.3.1 Regla de L’Hopital

En el calculo de limites de funciones es frecuente encontrar indeterminaciones del tipo
0/0, problema que fue analizado con otro enfoque en el capitulo anterior dedicado a
limites y continuidad. El estudio de la regla de L'Hopital posibilita, en general, darle
solucién a este problema a través del uso de las derivadas de funciones antes

estudiadas.

Teorema: Regla de L'Hopital

Supongamos que las funciones f(x) y g(x) satisfacen en cierto intervalo [a, b] las

condiciones del teorema de Cauchy y se reducen a cero en el punto x = a, es decir:
f@) = g(a) = 0

Entonces, si existe el limite de la razén f'(x)/g'(x), cuando x—a, existira también lim T

X—a g(X)

y ademas:  lim f0 _ iy F®

x—»ad(X) x5a9'(x

Demostracion
Tomemos en el intervalo [a, b] un punto x # a. Aplicando el Teorema de Cauchy,

tendremos que:

o) ~1(@) _ f,(c) , donde c es un punto que se encuentra entre a y x.
9() -9@ 9'(c)

Segun la condicion f(a) = g(a) = 0. Esto significa que

o _1'(©)

9 g'(0)
Si x—a, también c—a, ya que c esta entre ay x.
Al mismo tiempo, si
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i O _
Ax —>ag'(c)
Entonces, existira también  lim ﬁ_A, esta claro que:
c—ag'(c)
f fr f’ fr
lim ) _ iy 20O FO g PG

x>ag(x) x2ag(c) ¢5a8(0) x,8K

y en definitiva, lim ——= £x) = lim )
x—a g(x) x—ag'(x)

Observaciones:

1) Si limf'(x) =0 y limg'(x) =0, se puede aplicar de nuevo la Regla de L'Hbpital,
X—a X—a

obteniendo:

tim X _ i X
X—a g’ (X) X—a g” (X)

Este proceso puede aplicarse tantas veces como sea necesario para eliminar la
indeterminacion.
2) El teorema es valido cuando:
lim f(x)=0 y lim gx)=0
Xx—+oo X—+oo
Es decir, se cumplira que:

lim L) f(x) _ 1 f'(x)

1m
X—a g(x) X—a g’(x)

3) El teorema también se cumple cuando f(x) y g(x) no sean continuas en x = a, es decir:

Si limf(x) =0 y limg(x) =
X—a

X—a

Entonces  lim <& =2
x—a 8(X) @©

Es decir, el cociente ( ) toma la forma indeterminada oo/ cuando x—a (igualmente

cuando x— + o).

En este caso se puede extender la Regla de L'Hopital para la determinacion del limite:
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1

1
9(x)

gx) _0
g(x)
X

x—adX) xoa ' O

1
f(x)

A continuacién, se muestran algunos ejemplos que ilustran la aplicacion de la Regla de

L'Hopital.
Ejemplos:
. Inx
1. Calcular lim
x—>1lx -1

Solucion:
f1)=In1=0 y g(1)=1-1=0, es decir,

Inx

lim

= 0/0 Es una indeterminacion!
x—>1x-1

Aplicando la Regla de L'Hopital | tenemos:

1
. Inx . (Inx) ) ; 1
lim = lim =lim—=-=1
x=>lx-1 x->1(x-1) x=>11 1
eX
2. Calcular lim —
X—w0 2x
Solucion:
X o0
. e e 00 . . .,
lim — = ——=— jEs una indeterminacion!
x—o 2x  2(w)

Aplicando la Regla de L'Hopital, tenemos:

X X o
. e e o
Ilm —=lim —=—=—=wo
X—®0 2x X—> 2 2 2
2
X
3. Calcular lim —
X—>0 g
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Solucion:
2
. X 0 0 . . .,
lim — =— =— iEs unaindeterminacion!
X—>X0 @ e 00

Aplicando la Regla de L'Hopital, tenemos:

. X2 . 2x 2.0 © . . .,
lim —= lim — =——=— {Es unaindeterminacion nuevamente!
X2%e” xyweX g ®

Por lo que puede aplicarse otra vez la Regla de L'Hopital, entonces tenemos:

. 2X . 2 . 2
lim ~ = Iim —= =—=0
X—)Ooe X—)OOeX o0 o0

m|N

Otras formas indeterminadas

Ademas de las indeterminaciones 0/0 y oo/, existen otras formas indeterminadas

como son: o — oo; oo+ 0; 0% 1% oo,

Estas ultimas cinco formas indeterminadas pueden transformarse en una de las dos

primeras y a ellas se les puede aplicar la Regla de L'Hopital.

Observacion:

Hay que tener en cuenta que cada vez que se realice una transformacion
algebraica, se debe comprobar si se ha obtenido una indeterminacién del tipo 0/0 6
oo/, pues puede ocurrir que la indeterminacién original se elimine por un simple

proceso algebraico y en este caso, no es necesario aplicar la Regla de L'Hopital.

Veamos a continuacion como se eliminan los diferentes tipos de indeterminacion.

* Indeterminacion del tipo « — «
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En general, cuando se obtiene una indeterminacion de este tipo, se debe efectuar la
diferencia para transformarla en un cociente y con ello lograr una indeterminacion del

tipo 0/0 6 /0.

Ejemplos

1
1. Calcular lirn[—— X }

x=>ll Inx x-1

Solucion:

=w —o Es una indeterminacion!

olr

. 1 X 1 1 1
Iim - = - - _
x>1Inx x-1 Ini 1-1 O

Transformando la diferencia en cociente tenemos:

1 X o x-1-xlnx 1-1-1ln1 O
Inx x-1 _Xl_r>n1 (x-1)Inx B 1-1)In1 O

lim
x—>1

Aplicando la Regla de L'Hopital, tenemos:

<—-1-xlnx ' 1—x;+lnx

B x-11 ] 1

X—> - X—>

oM Ix + (x—1)—
X

1-1-Inx _ g -Inx B —-Inl
Inx+1-Yx nx+1-1x Inl+1-1/1

= lim
x—>1

Aplicando la Regla de L'Hopital otra vez, tenemos:

—Inx -1/x -1/1 -1
1‘ —:1. = =
xoilnx+1-1/x x5i1/x+1/x2 1/1+1/12 1+1

=-1/2

4 1
2. Calcular lim{ 5 - }
x—>2[ x% -4 x-2

Solucion:

4 1 4 1 .
lim | 3 - =—2——=4/0—1/0=oo—oo...Indetermlnado
x—2[x“ -4 X-2] 2% 2-2
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Transformando la diferencia en cociente, tenemos:

. { 4 1 }_' 4-(x+2) 4-x-2
dmle? g x-2] 3 <2y M(x-2)(x+2)
. 2Z2-x . X=2

- lim x—9)(x+2) T M (x—2)(x + 2)

o1 =ty

limy+2 2427

Observe que al lograr el cociente no se obtuvo una indeterminacion, por tanto, no

hubo necesidad de resolverla.

* Indeterminacion del tipo «-0
Supongamos que
lim f(x) =0y lim g(x) = o0, = lim f(x) - lim g(x) = 0 - o, es una indeterminacién!
AxX—a Ax—a AxX—a Ax—a

Esta puede ser resuelta escribiendo:

A!!Eaf(x)'g(") _A!:ma 1

9(x)

. : .9
(6] . = 7
Al 100.909 = i, =5

)

De esa manera se obtendra una indeterminacion del tipo 0/0 6 «/x, y se podra

aplicar la Regla de L'Hopital.

La eleccidn de la transformacion en cociente, para facilitar la aplicacion de la Regla

de L'Hobpital, depende de la expresion dada.

Ejemplos
. 2 —x2
1. Calcular lim x“e
X—>00

Solucion:
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lim x26~%% — 026=®% _ 26— 1
m x~e =o"e =wo%e = =0
X—>00 e

Transformando el producto en cociente, tenemos:

9 2

. 2 —X . X 0 . . .,
lim x“e = lim 5~ esuna indeterminacion!
X > © X = 0 X 0

Aplicando L'Hopital, tenemos:

2. Calcular limx - Inx
x—0

Solucion:

lin&x ‘Inx = 0-1n0 = 0 - (—) es una indeterminacién!
X—

Transformando el producto en cociente, tenemos:

. Inx InO o . .,
Iim—=—=-—— es una indeterminacion!
x—0 1 l o)

X 0

= Formas indeterminadas del tipo 0:0,° 1%

Al calcular limite de funciones del tipo f(x)9%, se puede obtener algunas de las formas

indeterminadas como 0 - 0, 0%, 1®

Para resolver cualquiera de las tres formas indeterminadas, se puede aplicar el

siguiente procedimiento:
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Primer paso: representar mediante una variable y a la funcion dada, es decir, y =
f(x)g(X)
Segundo paso: aplicar logaritmo natural a ambos miembros de la igualdad anterior.

Iny = In f(x) 9%
Tercer paso: aplicar la propiedad del logaritmo de una potencia en el segundo
miembro:

Iny = g(x) - In f(x)
Cuarto paso: aplicar limites a ambos miembros, o sea: lim In y = lim g(x) - In f(x)
Aqui se obtendra en el segundo miembro una forma indeterminada del tipo
o - 0.

Quinto paso: transformar esa indeterminacion en una del tipo 0/0 6 o« / x.
Sexto paso: aplicar la regla de L'Hopital, obteniendo un valor finito (L) o infinito ( £
00):

liminy=L o6 Ilimlny = o
Séptimo paso: si lim In y = L, se tiene por una propiedad de los limites que:
Inlimy = L, y por definicion de logaritmo el lim y = e', es decir, lim f(x) 9% = e,
De la misma manera:

Silimlny = oo, se tiene que Inlimy = ylimy =e* , es decir, lim f(x)9% = oo

SilimIny = — oo, se tiene que Inlimy = — oo, y limy = e, es decir lim f(x)9% =0.

Observacion: en el caso de cualquiera de estas tres indeterminaciones 0 - 0, 0%, 1%

puede utilizarse la formula:

lim f(x)9® = glim 9 In fx)

Es decir, se reduce a calcular el exponente del nimero de Euler, que no es mas que

limite del exponente por el logaritmo natural de la base.

A continuacion presentaremos dos ejemplos ilustrativos
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Ejemplos
1. Calcular lim x*
x-0

Solucion:

liné xX¥ = 09, es una indeterminacion!
X—

Al aplicar los 7 pasos descritos anteriormente, tenemos:
* Primer paso: Seay = x*
= Segundo paso: aplicando In a ambos miembros: Iny = In x*
= Tercer paso: aplicando propiedad de los logaritmos: Iny = x In x

» Cuarto paso: aplicando limite a ambos miembros: lir% Iny = lirrolxlnx
X— X—

Trabajando en el segundo miembro, se obtiene: lirrolxlnx:O-an:O-(—oo),
X—

es una indeterminacion!

» Quinto paso: transformando la indeterminacién a una del tipo «o/o:

. Inx InO o0 . .,
lim — =——=—-—, es una indeterminacion!
x—0 1 1 0

X 0

= Sexto paso: aplicando L'Hopital:

lim —=—= lim-x=0
x—0 i x—0
X2

» Séptimo paso: Como : lir%lny = 0, entonces, por propiedad de los limites,
X—

In linay = 0 y por definicién de logaritmos, tenemos:
X—

lim y = eV = 1, por lo que el limite buscado es lim x* =1,
x—0 x—0

1
2. Calcular lim (e* +3x)X
x—0
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1 1
Solucion: limo(eX +3x)% = [0 1+ 3(0)]0 =[1+ 0]=1%, es una indeterminacion!
X—>

Aplicando la férmula lim f(x)9% = elim9® InfX) tenemos:

1 L1

. - lim=In(e* + 3x
lim(e* + 3x)x = ex~ox ( )
x—-0

Resolviendo el limite del exponente, tenemos:

1 1 1
lim —In(e® + 3x) = —ln(e0 +3(0)) = —1In1= .0, es una indeterminacién!
x—>0x 0 0

Transformando el producto en cociente, tenemos:

. In(e® +3x) e +30) 1 o
lim = = =—
x—0 X 0 0 0
Aplicando L'Hépital:
eX +3
X x 0
In(e™ + 3x) eX +3x e’ +3 1+3
lim = Iim =70 = =4/1=4
x—0 X x—0 1 e’ +3(0) 1+0

1

. X 7_ 4
Luego obtenemos que M (€7 +3x)X =e

X—

3.3.2 Calculo de maximos y minimos de funciones

Definicion: una funcion f tiene un maximo absoluto (o maximo global) en c si f(c) >
f(x) para todo x en D, donde D es el dominio de f. El nimero f(c) se llama valor maximo
de f en D. De manera analoga, f tiene un minimo absoluto en c si f(c) < f(x) para todo
x en D; el nUmero f(c) se denomina valor minimo de f en D. Los valores maximos y

minimos de f se conocen como valores extremos de f.

En la figura 44 en los punto a y d se representan los valores maximo absoluto y minimo
absoluto de una funcién, respectivamente. Observe que el punto (a, f(a)) es el punto
mas bajo de la gréafica f; mientras que el punto (d, f(d)) es el punto mas alto. Sin

embargo, si solo considera valores de x cercanos a b, por ejemplo los valores que en
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la figura 44 pertenecen al intervalo (g, c), entonces f(b) es el mas grande de esos valores
de f(x) y se conoce como valor maximo local de f. De modo analogo, f(c) es el valor
minimo local en el intervalo (b, d). La funcion también tiene un minimo local en e. En

general se da la siguiente definicion.

T /M

Ffld)

fla)

-

a 0 b C d e X

Figura 44. Representacién grafica del valor maximo absoluto y el valor minimo

absoluto de una funcién f.

Definicion: una funcion f posee un maximo local (0 maximo relativo) en c si f(c) >
f(x) cuando x esta cercano a c [Esto significa que f(c) > f(x) para todo x en algun
intervalo abierto que contiene a c]. De manera analoga, f tiene un minimo local en c si

f(c) = f(x) cuando x esta cercano de c.

En la figura 45 se ilustra un maximo local y un minimo local de una funcion f.

VA
(c, flc))
!
I
AT
} ch_d. f(d))
l | =
0 c d X

Figura 45. Representacion de un maximo local y un minimo local de una funcion f.
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Teorema del valor extremo: Si f es continua sobre un intervalo cerrado [a, b], entonces

f alcanza un valor maximo absoluto f(c) y un valor minimo absoluto f(d) en algunos

ndmeros cy d en [a, b].

En la figura 46 se ilustran tres casos de funciones continuas en un intervalo cerrado [a,

b] que alcanzan sus valores maximo absoluto y minimo absoluto.

¥4

a C

|
T >

|
|
db x

Va

C1

Ya

0

|
|
a c

d

b

X 0] a

Figura 46. Ejemplos de funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b].

En la figura 47 se muestran funciones discontinuas en el intervalo cerrado [a, b]. La

primera funcion alcanza su valor minimo absoluto en el punto f(2) = 0 pero no su valor

maximo absoluto; mientras que la segunda funcion representada no alcanza ni su valor

maximo absoluto ni el minimo absoluto.

Vi

0

3] 4/

-y

\
b +t—
-

Figura 47. Ejemplos de funciones discontinuas en un intervalo cerrado [a, b].

Definicion: un numero critico de una funcion f es un nimero c en el dominio de f tal

que f'(c)=0 o f'(c) no existe.

Método del intervalo cerrado: Para hallar los valores maximo y minimo absolutos de

una funcion f sobre un intervalo cerrado [a, b]:

1. Encuentre los valores de f sobre un intervalo cerrado [a, b].
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2. Halle los valores de f en los nimeros criticos de f en (a, b).

3. El mas grande de los valores de los pasos 1y 2 es el valor maximo absoluto; el mas

pequeio, el valor minimo absoluto.

A continuacién, se muestra un ejemplo del método del intervalo cerrado.

Ejemplo
Calcule los valores maximo y minimo absolutos de la funcién f(x) = x3 —3x? + 1 en
el intervalo —% <x<4.
Solucion:
Puesto que f es continua en [-1/2; 4], se puede aplicar el método intervalo cerrado.
f(x) = x3-3x2+1
f'(x) = 3x% —6x = 3x(x — 2)

Puesto que f'(x) existe para toda x, los Unicos numeros criticos de f se presentan
cuando f'(x) = 0, es decir, x = 0 0 x = 2. Observe que cada uno de estos valores criticos

queda en el intervalo (-1/2; 4). Los valores de f en estos nimeros criticos son
f(0) =1 f(2) = -3

Los valores de f en los extremos del intervalo son

f(-1/2)=1/8 f(4) = 17

A comparar los cuatro numeros resulta que el valor maximo absoluto es f(4) = 17 y el

valor minimo absoluto es f(2) = -3.

Observacion: en este ejemplo el maximo absoluto se presenta en un extremo, y el

minimo absoluto se presenta en un nimero critico. La grafica de f se ilustra en la figura
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-

K—u
I\_))_
I
-y

—5+

Figura 48. Representacion de los valores maximo absoluto y minimo absoluto de la

funcion f(x) = x3 —3x% + 1.

Teorema de Rolle: Si una funcion f(x) es continua en el intervalo [a, b] y derivable en
(a, b) (en todos sus puntos interiores) y f(a) = f(b) = 0, entonces, existe al menos un

punto x = c tal que c € (a, b) de manera que f'(c) = 0.

Interpretacion Geométrica:

Si una funcion es continua en un intervalo y derivable en cada punto interior del
mismo (existe la tangente en cada uno de esos puntos), y corta al eje "x" (f(a) = f(b) =
0) en puntos extremos, entonces existira al menos un punto interior x = c (a < ¢ < b),

en el cual la tangente a la curva es paralela al eje "x" (f'(c) = 0) (Ver figura 49).

V4 y y VA

|

|
—l s : L

[&

0| a ¢ b X 0 a b X 0] a & e b X 0] a ¢ b
Figura 49. Representacion de casos donde la derivada de una funcién continua en el

intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b) se anula.
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Teorema del valor medio: Sea f una funcién que cumple con las hipodtesis siguientes:
1. f es continua en el intervalo cerrado [a, b].
2. f es derivable en el intervalo abierto (a, b).

Entonces hay un nimero c en el intervalo (a, b) tal que

, f(b)—f
() = Q)

o, en forma equivalente,

f(b) —f(a) = f'(c) (b —a)

El teorema expresa que el grafico de una funcién f(x) continua en [a, b] y derivable en
(a, b), tiene al menos un punto x = c con ce(a, b), tal que la tangente a la curva en este

punto es paralela a la secante que pasa por A (a, f(a)) y B (b, f(b)) (Ver figura 50).

Ala, fla))

B(b, f(b))

0| a

| R —

b X

Figura 50. Representacion geométrica genérica del teorema del valor medio.

Prueba creciente/decreciente:
a) Si f'(c) > 0 sobre un intervalo, entonces f es creciente en ese intervalo.

b) a) Si f'(c) < 0 sobre un intervalo, entonces f es decreciente en ese intervalo.

En la figura 51 se ilustra geométricamente lo expresado en la prueba

creciente/decreciente.
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—&

0 X

Figura 51. Representacion geométrica de intervalos crecientes/decrecientes de una

funcién con derivadas positivas y negativas por intervalos.

La prueba de la primera derivada es consecuencia de la prueba creciente/decreciente.

Prueba de la primera derivada: Suponga que c es un nimero critico de una funcion

f.
a) Si f' cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f tiene un maximo local en c.
b) Si f cambia de negativa a positiva en ¢, entonces f tiene un minimo local en c.

c) Si f' cambia de signo en c (es decir, f es positiva en ambos lados de ¢, o negativa en

ambos lados), entones f no tiene ni maximo ni minimo locales en c.
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Para recordar la prueba de la primera derivada, observe los diagramas de la figura 52.

VA L

0 / ; x 0

(a) Maximo local (b) Minimo local
Vi yi
filx)=>0

| flx)=0
|
| »

0 ||f c X 0

(c) Ni maximo ni minimo (d) Ni maximo ni minimo

Figura 52. Representacion de casos donde hay cambios de crecimientos en la
derivada.

Definicion: Si la grafica de f queda por arriba de todas sus tangentes en un intervalo
|, entonces se dice que es concava hacia arriba en |. Si la grafica de f queda por

debajo de todas sus tanjentes en |, se dice que es céncaba hacia abajo en I.

En la figura 54 se ilustran dos casos de concavidad a) hacia arriba y b) hacia abajo. Se
ilustra como la grafica de la funcion queda por arriba y por debajo de las tangentes,

respectivamente.
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b | ﬁ B VA B
| |
| |
: g
f | |
| |
| |
A | A |
| |
| | 2 | | >
0 a b X 0 a b X
(a) (b)
YA B YA B
, q
f
A g A
0 x 0 x
(a) Céncava hacia arriba (b) Céncava hacia abajo

Figura 54. Concavidad hacia arriba y hacia abajo y posicion de las tangentes.

En consecuencia, sobre la base de la definicion anterior es posible plantear la prueba

de la concavidad.

Prueba de concavidad:

a) Sif”(x) > 0 paratodo x en |, entonces la grafica de f es concava hacia arriba sobre

b) Si f’(x) < 0 paratodo x en |, entonces la grafica de f es concava hacia abajo sobre

Definicién: Un punto P en una curva y = f(x) recibe el nombre de punto de inflexion
si f es continua en dicho punto y la curva cambia de céncava hacia arriba a cdncava

hacia abajo o de concava hacia abajo hacia cdncava hacia arriba en P.

Sobre la base de esta definicidn es posible formular la prueba de la segunda derivada.
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Prueba de la segunda derivada: Suponga que " es continua cerca de c.
a) Sif'(c) = 0y f"(c) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en c.

b) Si f'(c) = 0y f'(c) < 0, entonces f tiene un maximo relativo en c.

En la figura 55 se ilustra el caso a) de la prueba de la segunda derivada, en este caso

la funcion f tiene un minimo relativo en el punto c.

V4
)
fle)=0
P
.1 = T e
f'le)=0 flx)
I flc)
| s
0 c X X

Figura 55. Funcion concava hacia arriba que tiene un minimo en el punto c.
Ejemplo

Analice la funcion f(x) = x*— 4x3 con respecto a la concavidad, puntos de inflexion y

maximos y minimos locales. Use esta informacion para dibujar la curva.
Solucion:

Si f(ix) = x*— 4x3, entonces

f'(x) = 4x3 - 12x° = 4x% (x=3)

f/(x) = 12x°2 = 24x = 12x (x=2)

Los nUmeros criticos se obtienen cuando f'(x) = 0. Por lo que se obtienenx =0y x =

3.

Al aplicar la prueba de la segunda derivada se evalla la segunda derivada en los

puntos criticos:

f(0) =0
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f'3)=36>0
f(3) =0y f(3) > 0 es un minimo local.

Dado que f"(0) = 0, la prueba de la segunda derivada no brinda informacion acerca
del nimero critico 0. Pero como f(x) < 0 para x < 0y también para 0 < x < 3, la prueba
de la primera derivada dice que la funcién f no tiene maximo ni minimo locales en 0.
(La expresion de f(x) muestra que f decrece a la izquierda de 3 y se incrementa a la

derecha de 3).

Como f(x) = 0 0 2, se puede dividir la recta real en intervalos con estos nimeros como

puntos extremos y de este modo completar la siguiente tabla.

Intervalo | f*(x) = 12x (x — 2) | Concavidad
(-0, 0) + hacia arriba
©, 2) - hacia abajo
(2, ) + hacia arriba

El punto (0, 0) es un punto de inflexion, ya que la curva cambia alli de concava hacia
arriba a concava hacia abajo. Asimismo, (2, -16) es un punto de inflexion, puesto que

la curva cambia alli de concava hacia abajo a concava hacia arriba.

Con el uso del minimo local, los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion se

dibuja la figura 56.

) 3
puntos de / S
inflexion \

Figura 56. Representacion gréafica de la funcion f(x) = x* - 4x°.
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3.3.3 Problemas de Optimizacion

Los métodos para hallar valores extremos que hemos aprendido en esta conferencia
tienen aplicaciones practicas en muchas areas de la vida. Existe infinidad de situaciones
en que se desea encontrar los valores extremos de una funcién, por ejemplo para
minimizar costos (o en su lugar maximizar ganancias). En la solucion de esos problemas
practicos, el desafio mas grande suele ser convertir el problema, definido en forma
textual, en un problema matematico de optimizacion, por tanto consideramos
prudente sugerir al estudiante los siguientes pasos para la solucién de estos

problemas:

1. Comprenda el problema. El primer paso es leer el problema con cuidado, hasta
que se entienda con claridad. Hagase las preguntas: ;Cual es la incognita? ;Cuales

son las cantidades dadas? ;Cuales son las condiciones dadas?

2. Dibuje un diagrama. En la mayor parte de los problemas, resulta atil dibujar un

diagrama e identificar en él las cantidades dadas y requeridas.

3. Introduzca notacion. Asigne un simbolo a la cantidad que se va a maximizar o

minimizar (lamémosla Q por ahora). Asimismo, seleccione simbolos (a,b,c,x 6 y)

para las otras cantidades desconocidas y marque el diagrama con estos simbolos.
Puede ayudar el uso de iniciales como simbolos sugerentes; por ejemplo A para el

area, t para el tiempo.
4. Exprese Q en términos de algunos de los otros simbolos del paso 3.

5. Hallar relaciones entre las variables. Si en el paso 4 Q se ha expresado como
funcion de mas de una variable, utilice la informacidén dada para hallar relaciones
(en la forma de ecuaciones) entre las variables. Use estas ecuaciones para eliminar
todas las variables, excepto una en la expresién para Q. De esta suerte, Q se

expresara como funcién de y, digamos, Q = f(x). Escriba el dominio de esta funcion.
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6. Hallar el valor maximo o minimo absoluto. Aplique los resultados mostrados para

hallar el valor maximo o el valor minimo absoluto de f(x).
Ejemplos

1. Una lata cilindrica sin tapa se hace para contener V ¢cm? de liquido. Halle las

dimensiones que minimizarian el costo del metal usado.
Solucion:

Las dimensiones de la lata se expresan por su altura h y su radio r. Para minimizar el
costo del metal usado debemos minimizar el area superficial del cilindro (fondo y

lados). Los lados del cilindro se pueden hacer con una chapa rectangular de base 2mr

2

y altura h. Por otra parte el fondo de la lata tiene un area igual a mr=. De manera que

el area total que debemos minimizar es:

A = 2mirh + ir?

Esta funcién depende de dos variables; del radio del cilindro r y de su altura h. Para

eliminar una de ellas usaremos la condicion de que el volumen total de la lata debe ser

igual a V cm3. Como el volumen de un cilindro es igual a nir?h obtenemos la relacién

: - : V .
nréh=V que permite eliminar una de estas dos variables. Tomemos h = 5y el area
T

quedara expresada de acuerdo a:

Ar) = 21'[r(—v2 )+ nr = 2—V+ mr?
T r

Para hallar los puntos criticos de la funcién derivamos

3
aa dA 2V o 2V+2mr
A== r—2+2nr—T

3

Entonces A'(r)=0cuando mr” =V, de modo que el Unico punto critico es ry, = 3\/\;/

Observe que en el punto r=0 la derivada no existe pero este valor no puede

considerarse critico ya que no pertenece al dominio de la funcién A(r). Es facil ver
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A'(r)<0 cuando r<ry = 3\/\;/ y que A'(r)>0cuando r >rp, de manera que la funcion
A(r) es decreciente a la izquierda del punto critico y creciente a la derecha del mismo.

3V ;.
De este modo en ry = \/; debe encontrarse el punto de minimo absoluto de la

funcion. El valor de h correspondiente a r seria:

_ v v Vi
o wg BV "=

Por consiguiente, a fin de minimizar el costo, el radio de la lata debe ser igual a su

. 3|V
altura e igual a -

2. Mostrar que de todos los triangulos isdsceles con un perimetro conocido el de

mayor area es el equilatero.

u_n

Representemos mediante “a” la longitud de la base del triangulo isdsceles y mediante

“b" la longitud de los dos lados iguales. El area A del triangulo se puede determinar

por la formula:

A=lah=1a/b?- a2/4

1
2

Nj—

El area Adepende de a y de b. Para eliminar la dependencia de una de estas variables

utilizaremos la condicion de que el perimetro p esigual a 2b+a de donde obtenemos

que b=(p-a)/2.Reemplazando en la férmula del area obtenemos

A(a) = %aJ(p -a)2 /4 -a? /4= %a%(p -a)2 -a = %a«/pz -2pa

Para hallar los puntos criticos de la funcién derivamos

A’(a)=<;||§= «/p 2pa+ a

p? 2pa ap _ 1p2-3|oa

2./p? Zpa Jp2-2pa % .[p?-2pa

Entonces A'(@)=0 cuando a=p/3, de modo que tenemos un punto critico es

N—‘

a1 =p/30bserve que en el punto a=p/2 la derivada no existe y pertenece al dominio
de la funcion por lo que también tenemos un segundo punto critico a, =p/2.
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Analizando el signo de la derivada A'(a) en un entorno de a; =p/3 observamos que
la misma varia de positiva a negativa, por lo que a; es un punto de maximo local.

Evaluemos la funcion para los dos puntos criticos:

AR/ =15 p? 202 /3 = ,p? [T = 3262
Ap/2) =18 [p?-2p%/2 =0.

Por tanto el punto de maximo absoluto del area es a; =p/3. La longitud bde los otros
dos lados se obtiene a partirde b = (p-a) /2 y obviamente es igual a p/3. Con esto queda

demostrado que el triangulo isdsceles de mayor area con un perimetro dado es el

equilatero (a = b).

3.3.4 Ejemplos de aplicaciones de la derivada a la economia

A continuacioén, se presentan algunas aplicaciones de la derivada a problemas de la

economia.

1. Hallar la derivada de las siguientes funciones:
1

ay=5+ ——-vx“+x
X

b) y = 3x% + xe* - In (x*> +3) + x/5
Qy =3 +3)% + x*—sen x

Solucion:

1
a)y=5+——\/x2+x
X

de_d0) 4y

dx dx dx 'x

d 9 d
0 1 dx(x)+dx(x) 1 2x +1
Xz 2\/x2+x X2 2\/X2+X

b) y = 3x*> + x.*—In (x> +3) + x/5
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d o
dy d o d g d  &E ) 14
—~ _-3— i - == - =
dx dx(X )+de(e J+e dx(x) X2+3 +5dx(x)
= 3(2x) +xe™ +e* - — +1/5
x“ +3
2
= 6X + xe* + e* — X + 1/5
x“+3

0 y=03+3)2+x*—sen x>

dy d g o d  d 3

dx_dx(X +3) +dx(x)_dX(senX)

d d d d d
& 2()(3 + 3)&()(3 +3) + x.x¥1 &(x) +x2In X_dx (x) — cos x5 _dx (X3)

=20 + 3)(3x%) + xx*~ 1 + x*In x — (3x%) cos X3
= 6x2 (3 + 3) + X* + X In x — (3x%)cos X3

2. Crecimiento de la poblacién. Durante el periodo de 10 afios, de 1990 al 2000, la
poblacién de cierto pais estaba dada por la formula: P(t)=1+ 0.03t + 0.001t?, donde
P esta en millones y t es el tiempo medido en afios desde el inicio de 1990. Calcule la

tasa de crecimiento instantanea al inicio de 1995.
Solucion:
La tasa de cambio instantanea para un tiempo t esta dada por:
P'(t) = 0.03 + 0.002t
Evaluando para t = 5, tenemos:
P'(5) = 0.03 + 0.002(5)
= 0.03 + 0.01
= 0.04
Por tanto, al inicio de 1995, la poblacion de la ciudad estaba creciendo a una tasa de

0.04 millones por afio, es decir, 40 000 por afio.
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3. Ingreso marginal. Si la funcién de ingreso de una empresa es I(x) = 10x — 0.01x?,
donde x es el niumero de articulos vendidos, determine el ingreso marginal. Evalle el

ingreso marginal cuando x = 200.
Solucion:

El ingreso marginal cuando se vende un ndmero arbitrario x de articulos, viene dado

por:
I'(x) = 10— 0.01 (2x) = 10 — 0.02x

Si x = 200, obtenemos un ingreso marginal de:
I' (200) = 10-0.02 (200) =10-4 =6

Asi que, cuando se venden 200 articulos, cualquier incremento pequefio en las ventas

provoca un aumento en los ingresos de aproximadamente $6.00 por articulo.

4. Utilidad Marginal. La funcion ingreso de una empresa viene dada por | (x) = px,
donde p es el precio por articulo y x es el nUumero de articulos vendidos, existiendo en
general una relacion entre x y p caracterizada por la ecuacion de demanda. Mientras
mas articulos pueda vender la empresa, mas bajo puede fijar el precioy entre mas

alto se fije el precio, sera menor en general, el volumen de las ventas.

La ecuacion de demanda de cierto articulo es p = 80 — 0.1 x y la funcion de costo es

c(x)= 5000 + 20x.

Calcule la utilidad marginal cuando:

a) Se produzcan y venden 150 unidades.

b) Se produzcan y vendan 400 unidades.

Solucion:

La funcion ingreso esta dada por 1(x) = px = (80— 0.1x)x = 80 x — 0.1x?

Por tanto, la utilidad generada por la produccién y venta de x articulos esta dada por:

Ux) = 1(x) - C(x)
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= (80x — 0.1x%) — (5000 + 20x)
= 80x — 0.1x?> — 5000 — 20x
= 60x — 0.1x>~ 5000
La utilidad marginal es la derivada U' (x)= 60 — 0.2x.

Si x =150, obtenemos U' (150) = 60 —0.2 (150) = 30. Asi pues, cuando se producen 150
articulos, la utilidad marginal (esto es, la utilidad extra por articulo adicional) cuando la

produccién se incrementa en una pequefa cantidad es $30.00.
Cuando x = 400, la utilidad marginal es U' (400) = 60 — (0.2) (400)= —20.

Por tanto, si se producen 400 unidades, un pequefio incremento en la produccién da

como resultado una pérdida de $20.00 por unidad adicional.

5. Costo promedio marginal. Sea C(x) la funcion de costo de cierto articulo (costo de
fabricar y vender una cantidad x del articulo en cuestién). La derivada C' (x) proporciona
el costo marginal. La razon C(x)/x es igual al costo total dividido entre la cantidad
producida y de esta manera representa el costo promedio por unidad de articulo
producida. La derivada de esta razon con respecto a x se denomina costo promedio
marginal; da el incremento en el costo promedio por articulo por cada incremento

unitario en la cantidad producida.

Asi tenemos que:

Costo promedio marginal =

d 4
o oxglem]-co 0 oo
C'(x = 2 - 2

X X

O
C=—"73"—=

X

(C' (x) — é(x))

S
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Observe que el costo promedio marginal es igual al costo marginal menos el costo
promedio dividido ambas cantidades entre la cantidad producida. Ademas, el costo

promedio marginal es cero cuando el costo marginal y el costo promedio son iguales.
a) Calcule el costo promedio marginal para la siguiente funcion de costo:

C(x) = 0.001x3 — 0.3x* + 40x + 1000 cuando x = 100
Solucion:

C'(x) = 0.003x°— 0.6x + 40

Luego al evaluar tenemos que:

C'(100) = 0.003(100)? - 0.6(100) + 40

=30-60+40=10
C(100) = 0.001(100)* — 0.3(100) + 40(100) + 1000
=1000 - 3000 + 4000 + 1000 = 3000

En consecuencia, el costo promedio marginal cuando x = 100 es:

C 3000

oy CW 4300

C (x) = x 100 _ 4,
X 100

Asi, en el caso estudiado, cuando x = 100 el costo promedio por unidad decrece en

0.2 por cada unidad adicional producida.

6. Publicidad y ganancias. Cierto producto puede fabricarse y venderse con una
ganancia unitaria de $10.00. Si el fabricante gasta x dolares en publicidad, el nimero
de unidades del producto que pueden venderse sera igual a 1000(1- e *), en donde
k=0.001. Si G representa la ganancia neta por las ventas, calcule du/dx e interprete

esta derivada. Evalue du/dx para x = 1000 y cuando x = 3000.
Solucion:
Puesto que cada unidad produce una ganancia de $10.00, la ganancia bruta total

originada por el niUmero de articulos vendidos, se obtiene, multiplicando el nUmero de
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articulos vendidos por $10.00. Restando los costos de publicidad se obtiene entonces

la ganancia neta:
G(x) =10 000 (1-e™) — x = 10 000 — 10 000e™* —x

Por tanto:
d
du/dx = =10 000 — (e X% _ 1)
dx

= —10 000e™* d(~kx) — 1
= —10 000e™* (-k) -1 = 10 000k.e™* -1
Dado que k = 0.001
du/dx = 10e ~0:007x _ 1

Esta derivada se puede interpretar como la tasa de cambio de la ganancia neta con
respecto a los gastos de publicidad, es decir, el nUmero de ddlares de ganancia neta

producida por un gasto adicional unitario (en dolares) realizado en publicidad.
Cuando x = 1000
du/dx =10e™" — 1= 10 (1/e) —1= 10 (0.3679) —1= 3.679 -1= 2.679

Esto significa que si se gastan $1000 en publicidad, cada ddlar adicional produce un

incremento aproximado de $2.68 en la ganancia neta.
Si x = 3000
du/dx = 10(e~3) -1 = 10 (0.0498) -1 = 0.498 —1 = -0.502

Por tanto, cuando se gastan $3000 en publicidad, cada délar adicional gastado en este
rubro, produce una disminucién de $0.50 en la ganancia neta. En este caso el
empresario no deberia hacer mas publicidad, (el costo de publicidad extra
incrementaria en exceso el valor de las ventas adicionales que se generarian). De hecho,
cuando x = 3000, ya se esta gastando de mas en publicidad y seria necesario buscar
cuando se produce el maximo efecto por cada dolar gastado. Esto sera objeto de

estudio mas adelante en este libro.
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3.4 Ejercicios del capitulo
En esta seccién los estudiantes deben poner en practica sus conocimientos y

desarrollar sus habilidades para comprender los ejercicios y problemas que se

presentan, asi como para resolver aquellos que se les proponen.

3.4.1 Ejercicios resueltos

1. Encuentre la derivada de las siguientes funciones:
a) f(x) = Vx(x + 1)

b) f(x) = 2

x5

0 f(x) = (x+ 1)Inx

d) f() = =2

) f(0) = 22

e) f(x) = =
Soluciones:

d(Vx(x+1)
a) (XX )_(X+1)+\/—_3X+1

= X =
24/x

™~ e (se aplica la regla del producto)

axt 5_ 4 - - —4x—
b) (55) _ xo-Gernsx — x4 [X (X+1)5] St (se aplica la regla del

dx x10 %10 «6 <6
cociente)
d 1 '
@) —((X;i) ") — Inx + (x+ 1)§ = Inx + i +1  (se aplica la regla del producto)
(%) 2x(x3)—-(x2+1)(3x?) _ 2x*-3x*-3x?  —x*-3x®  -x2-3 .
d) dx (x3)2 - <6 = <6 = (se apllca la regla del
producto)
Inx 1 Inx
A=) Vx—= 3
e) (df) == XZ& = (1 - IHTX) X 2z  (se aplica la regla del cociente)

2. Calcule los siguientes limites utilizando la regla de L'Hépital.

x%-16
b) lim ——
) x—4 4V/x-8
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Soluciones:

a)lllx/_1

Se verifica la indeterminacién del tipo 0/0
Se aplica la regla de L' Hopital y se deriva el numerador y el denominador.

Se obtiene lim% =2
X-1 —=

2vVx
x2-16
b)l 44\/' 8

Se verifica la indeterminacion del tipo 0/0
Se aplica la regla de L' Hopital y se deriva el numerador y el denominador.

. . 2 .
Se obtiene lim 5 = limxvx = 8
X—4 N X—4

3. Determinar por el método de la primera derivada si existen los valores extremos de
la funcién y = (x—1)3\/x2 .
Solucion:

1. Se calcula la primera derivada, obteniéndose

y' =0~ 0@x2)+ AP -1y = (x - v SO I v VP S

3 (x?)? <x2)2

Y= 2(x —-1) :\3/7 2(x — 1)+(%/7)(3§/7) 2X—2+3x 5x-2
3Yx 3Yx ¥x  R’x

2. Célculo de los valores criticos (condicidn necesaria para la existencia de extremos).

a) Se hallan los valores de la variable independiente para los cuales se anula la

bx — 2

39x

primera derivada (f'(x)= 0), o sea y' =

=0, cuando 5x =2 = 0, asi xo = 2/5

es un punto critico.
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b) Se determinan los valores de la variable independiente para los cuales no existe

hx — 2

37x

la primera derivada (f'(x)=), siendo continua la funcion, o sea y'=

cuando 3Jx =0, asix1 = 0 es un punto critico.
3. Se analiza el comportamiento del signo de la primera derivada en cada punto critico
encontrado, tanto a la izquierda como a la derecha de cada punto critico.
Como f'(x) < 0 para x< 2/5y f'(x) > 0 para x > 2/5, se dice que f(x) tiene un minimo

relativo para x = 2/5.

De manera analoga, como f' (x) > 0 parax < 0y f'(x) < 0 para x > 0, se dice que f(x)

presenta un maximo relativo.

4. Se calculan los valores de la funcion para cada punto critico encontrado, asi

2 4 3,4
= (21— =-=
fe/5)= 5 D 25 525

2 3,4 L .
por lo que g,—g3£ es el punto de minimo relativo.

De la misma manera f(0) = (0 - 1)?’/7 =0, por lo que (0,0) es el punto de maximo
relativo.

Partiendo del analisis anterior, el grafico aproximado de la funcién es el de la figura 57.

Y
4 I3

1.5¢ —(x=1)Vx
1.0f

-1.0:
-15¢
-2.0;

Figura 57. Representacion grafica de la funcidny = (x — 19¥x2 .
4. Determine, si existen, los valores extremos de la funciény = 1/3x3— 2x% + 3x + 1 por

el método de la segunda derivada.

Solucion:
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1. Hallando la primera derivada: y' = x*>— 4x + 3

2. Calculando los valores criticos.
Se buscan los valores de la variable independiente para los cuales f'(x) = 0. Es
necesario sefalar, que el segundo método para determinar extremo, solo es
aplicable en el caso en que la funcion sea derivable, es decir, f' (x) = 0 (puntos

estacionarios). En este caso, se tiene que
f'(x) = 0 cuando x>-4x + 3 =0.

Factorizando, se llega a (x—1)(x—3) = 0, por consiguiente xo = 1; x1 = 3 son los valores
criticos.

3. Analizando el signo de la segunda derivada para cada punto critico encontrado.

La segunda derivada de la funcién es y"= 2x — 4. Analizando su signo parax = 1, o sea

f'(1) = 2(1) -4 = -2 < 0, por lo que x = 1 determina un maximo relativo.

Por otra parte, para x= 3, tenemos: f'(3)= 2(3) -4 = 2 > 0, por lo que x = 3 determina

un minimo relativo.

4. Calculando los valores de la funcién para cada punto critico encontrado, como
sigue:

f(1)=1313-2(12+3(1) +1=1-2+3+1=7/3
Se concluye que (1, 7/3) es un punto de maximo relativo.

De la misma manera:
f3)=1/3 (3P -2B2+33)+1=1/327)-29 +9+1="1
Por lo que (3,1) es un punto de minimo relativo.

El grafico aproximado de la funcién es el de la figura 58.
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Y
? —e -~ —= * +1
-2 -1/ 1 2 3 4
/ -3
."’!f l
/<10
/
/ -15

Figura 58. Representacion grafica de la funciény = (x — 1) ¥x2

5. Hallar dos nimeros positivos cuya suma sea 16 y cuyo producto sea el maximo

posible.
Solucion:
Sean x,y los nUmeros que su suma es igual a 16: x+y = 16
Entonces el producto de x,y es la funcion:  f(x,y) =x-y
Como y = 16 — x dicha funcién puede transformarse en la funcion: f(x) = 16x — x?
Luego, su derivada es: f'(x) =16 —2x=0 = x=8
La segunda derivada es: f""(x) = =2 < 0 Vx

Luego, x =8 es un maximo, como la suma de los nimeros es 16, se determina

que:y =8

Respuesta: la pareja de nimeros que su producto es maximo son x =y = 8,

siendo su producto maximo: 64

6. La "Empresa Alimentos del Caribe" puede producir x toneladas métricas (TM) de
compotas por dia asi como y TM de mermelada por dia, siendo y = (40— 5x) / (10—x).
Si el precio de la mermelada es la mitad del de la compota, demostrar que el maximo

beneficio se obtiene produciendo alrededor de 5,5 TM diarias de mermelada.

Solucion:

Datos:
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x: Cantidad de TM que puede producir al dia de mermelada.
Y: Cantidad de TM que puede producir al dia de compota.
P: Precio de la TM de mermelada.
2P: Precio de la TM de compota.
Y = (40 - 5x) /(10 — x)

La incdgnita a despejar sera la variable independiente del problema, en este caso

es X.
La funcidn objetivo a optimizar se debe construir de la siguiente forma:

En primer lugar se construye la funcién | que es la funcion de ingreso total la cual

seria

| = px + 2py

Pero como y = (40 - 5x) / (10 - x), sustituyendo en la funcién de ingreso total se

tiene
I = px + 2p (40 - 5x) / (10 = x)

A partir de esta funcién se calcula I', obteniéndose

. (10 — x)(-5) — (40 — 5x)(-1)
I'=p+2p

(10 - x)?
’ 9 - 50+ 5x + 40 - 5x 9 -10
= p+2p =p+2p—— 5
(10 - x)2 (10 - x)2

p(10 - x)Z — 20p
10 - x)2

Para determinar los valores criticos, se resuelve la ecuacion I'(x) = 0, es decir

p(10 - x)% — 20p
(10 — x)2

0]

Se cumplird para p(10 —x)?— 20p = 0 y como p es una constante positiva, tendremos
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x2—20x +80 =0

Resolviendo esta ecuacion se obtiene x1 = 1446 y x2 = 5.54 que son los valores

criticos.

Para demostrar que para x2 = 5.54 hay un maximo por el método de la primera
derivada, se evalla para los valores enteros inmediatos por encima y por debajo de
dicho valor, obteniéndose que I'(5) > 0y I'(6) < 0, por lo que queda demostrado que
para una produccién de aproximadamente 5.5 TM de mermelada se obtiene el

beneficio maximo.

Observacion: La consideracién de que p es una constante positiva en el problema
(precio), pudo haberse hecho desde el analisis inicial para la determinacion de

extremos, eliminandose y obteniendo el mismo resultado.

7. Un establecimiento industrial produce x docenas de cierto articulo diariamente con
un costo total de ¢ = 3x? + 8x + 1 pesos. Si el precio de venta de una docena es p =

120 — x. Hallar el nivel de produccién necesario para obtener una ganancia maxima.
Solucion

Datos:

x: Cantidad de docenas del articulo que pueden producirse diariamente

El costo total en pesos esta dado por Ct = 3x* + 8x +1

El precio de venta por docena es P = 120 — x

La incdgnita cuyo valor es necesario encontrar es el de la variable independiente del

problema: x
La funcion objetivo o funcién a optimizar es
Ganancia = Ingreso Total — Costo Total

G(x) = px - Ct

= (120 -x) x = (3x*> + 8x + 1)
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= 120x — x* — 3x® - 8x -1
= 4%+ 112x = 1
Para determinar los valores criticos, se resuelve la ecuacion dada por G'(X) = 0, es decir,
G'(x)=—-8x+112=0
Cuya solucion es x = 14 (valor critico).

Para demostrar que para x = 14 docenas del articulo la funcién tiene un maximo, puede
emplearse el método de la segunda derivada. Asi se tiene que G"(x) = -8, evaluando el
valor critico encontrado, tenemos que G"(x) < 0, por lo que efectivamente x = 14

determina un maximo.

3.4.2 Ejercicios propuestos

1. Encuentre la derivada de las siguientes funciones:

a)y = ZE = Sk 4 (2/V%) — 3/(2xV%)

— i r_11, 1
b)y =+t ﬁ—z(ﬁJr%)

2
eX”  (x-2)e*

C) y= X2 x3
3x—1 5
dy= 2x+1  (2x+1)2
X3
€) y= 1—x2
Ny =xe*
XZ
9y = 1+2x

h) g(t) = ﬁ

i) F(z) = \/%

. _ r
NY=m=5

2. Calcular los siguientes limites utilizando la regla de L'Hopital:
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d) lim xInx
x-0t

e) lim x*
x-0t

f) limln—X

X—00 VX
g) lim (x —Inx)
X—00
3. Calcule los valores maximos y minimos absolutos de la funcion f(x) = x3— 3x2+1.

4. Un granjero tiene 2400 pies de cerca y desea cercar un campo rectangular que
limita con un rio recto. No necesita cercar a lo largo del rio j;Cuales son las

dimensiones del campo que tiene el area mas grande?

3.5 Recursos tecnolégicos y didacticos

A continuacion, se presentan algunos recursos tecnolégicos y didacticos que pueden
ser Utiles tanto para estudiantes como para profesores al estudiar y ensefar el
contenido de calculo diferencial. Estos recursos pueden ayudar a mejorar la

comprension de los conceptos y facilitar la resolucion de problemas.
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2.5.1 Recursos tecnologicos

Software de calculo simbélico: Utiliza programas de software de calculo simbélico
como Mathematica, Maple o Sympy para realizar calculos complejos, simplificar
expresiones y resolver ecuaciones diferenciales. Estas herramientas pueden ayudar a
los estudiantes a comprender mejor los conceptos y realizar calculos de manera mas

eficiente.

Aplicaciones moviles: Recomienda a tus estudiantes aplicaciones moviles
relacionadas con el calculo diferencial, como Calculus Made Easy, Wolfram Alpha o
Symbolab. Estas aplicaciones brindan soluciones paso a paso, ejercicios practicos y

recursos adicionales para el aprendizaje autbnomo.

Herramientas de visualizacion: Utiliza software interactivo de visualizacién
matematica, como GeoGebra o Desmos, para mostrar graficos dindmicos vy
animaciones que ilustren conceptos y propiedades del calculo diferencial. Estas
herramientas permiten a los estudiantes explorar y experimentar con diferentes

funciones y sus derivadas.

Plataformas en linea: Aprovecha plataformas en linea como Khan Academy, Coursera
o edX, que ofrecen cursos y recursos relacionados con el calculo diferencial. Estas
plataformas proporcionan lecciones en video, ejercicios interactivos y evaluaciones

para que los estudiantes puedan aprender y practicar los conceptos a su propio ritmo.

Simulaciones interactivas: Busca simulaciones interactivas en linea que permitan a los
estudiantes experimentar con conceptos y procesos del calculo diferencial. Estas
simulaciones les brindaran una comprension mas profunda a través de la exploracion

activa y la interaccion con los diferentes elementos de la simulacion.
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3.5.2 Recursos didacticos

. Ejercicios practicos: crea una serie de ejercicios practicos que aborden los
conceptos clave del calculo diferencial. Puedes incluir problemas de aplicacion,
ejemplos concretos y desafios matematicos para que los estudiantes practiquen y

apliquen los conceptos aprendidos.

. Ejemplos visuales: Utiliza graficos, diagramas y representaciones visuales para
ilustrar los conceptos y procesos del calculo diferencial. Esto ayudara a los
estudiantes a comprender mejor las ideas abstractas al visualizar cémo funcionan

en situaciones concretas.

. Proyectos de investigacion: Propon proyectos de investigacion en los que los
estudiantes puedan explorar y aplicar conceptos de calculo diferencial en
situaciones del mundo real. Por ejemplo, podrian investigar cdmo se modela el
movimiento de un objeto utilizando derivadas y analizar diferentes aplicaciones de

la derivada en campos como la fisica, la economia o la biologia.

. Debates y discusiones en clase: Fomenta debates y discusiones en clase sobre
temas relacionados con el calculo diferencial. Presenta preguntas desafiantes que
requieran razonamiento y argumentacién para que los estudiantes profundicen en

su comprension de los conceptos y desarrollen habilidades de pensamiento critico.

. Tutoriales en linea: Crea materiales de aprendizaje en linea, como tutoriales o guias
paso a paso, que los estudiantes puedan acceder fuera del aula. Estos recursos les
brindaran apoyo adicional y les permitiran repasar los conceptos y técnicas del

calculo diferencial a su propio ritmo.
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Capitulo IV. CALCULO INTEGRAL

4.0 Introduccion al capitulo

El calculo integral es una rama fundamental de las matematicas que se enfoca en el
estudio de las integrales de las funciones y sus aplicaciones. En este cuarto capitulo, se
explorara la integral indefinida y la integral definida, y se presentaran las técnicas

necesarias para calcularlas.

En tal sentido, se definira el concepto de integral indefinida y se explicara la
antiderivada de una funcion. Se presentaran las técnicas de integracion por sustitucion,
integracién por partes e integracion de funciones racionales por funciones parciales.
Los recursos tecnoldgicos y didacticos en esta seccion ayudaran a los estudiantes a

comprender mejor estas técnicas y a aplicarlas en la resolucién de problemas.

Ademas, se discutira el concepto de integral definida y se presentaran las propiedades
importantes que se deben tener en cuenta al trabajar con ellas. Se explicara el teorema
fundamental del calculo y cémo se utiliza para calcular integrales definidas. También
se abordara el calculo de areas entre curvas y se presentaran las técnicas necesarias
para calcularlas. Los recursos tecnologicos y didacticos en esta seccion ayudaran a los
estudiantes a comprender mejor estos conceptos y a aplicarlos en la resolucion de

problemas.

En resumen, este cuarto capitulo proporcionara una introduccion completa al mundo
del calculo integral y su aplicacion en la resolucion de problemas. Los recursos
tecnologicos y didacticos incluidos en este capitulo ayudaran a los estudiantes a
comprender mejor estos conceptos y a aplicarlos en la resolucion de problemas. La
comprensién de estos conceptos es fundamental para el estudio de temas mas
avanzados en las matematicas superiores y su aplicacion en areas como la fisica, la

ingenieria y la economia.
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4.1 Contribucion a la formaciéon de Competencias

A partir del contenido del calculo diferencial del Capitulo Il se puede contribuir a

formar las siguientes competencias genéricas, matematicas y digitales en los

estudiantes.

Competencias Genéricas:

Pensamiento critico y analitico: Los estudiantes podran analizar y comprender
conceptos matematicos relacionados con el calculo integral, identificar relaciones
entre variables y realizar razonamientos logicos en el contexto de integrales
indefinidas y definidas.

Resolucion de problemas: Podran aplicar los conceptos y técnicas del calculo
integral para resolver problemas relacionados con la antiderivada de funciones, el
calculo de areas entre curvas y la resolucion de integrales definidas.

Habilidades de comunicacién: Podran expresar de manera clara y precisa las ideas
matematicas relacionadas con el calculo integral, tanto de forma oral como escrita,
al explicar los conceptos y técnicas utilizados y al comunicar los resultados
obtenidos en la resolucidon de problemas.

Trabajo en equipo: Podran colaborar con otros estudiantes en la resolucion de
problemas y actividades relacionadas con el célculo integral, fomentando la
discusion y el intercambio de ideas.

Autonomia y autorregulacion: Podran gestionar su propio aprendizaje en el

calculo integral, estableciendo metas y planificando su estudio de manera efectiva.

Competencias Matematicas:

» Comprension de la integral indefinida: Los estudiantes desarrollaran la capacidad

de comprender el concepto de integral indefinida como la antiderivada de una

funcion y su relacién con la derivada.

» Manipulacion de expresiones matematicas: Aprenderan a realizar operaciones

con integrales indefinidas, como determinar la antiderivada de una funcion, aplicar
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propiedades de la integral indefinida y utilizar técnicas de integracién como la
sustitucion y la integracion por partes.

» Interpretacion y analisis de integrales definidas: Podran interpretar la integral
definida como el area bajo una curva y utilizarla para calcular areas entre curvas y
resolver problemas relacionados con el calculo de areas.

» Conocimiento de propiedades de la integral definida: Aprenderan sobre las
propiedades de la integral definida, como la linealidad, el cambio de limites de
integracion y la suma de integrales definidas.

» Aplicacion de la integral definida en contextos reales: Seran capaces de aplicar
la integral definida en la resolucion de problemas practicos en areas como la fisica,
la ingenieria y la economia, incluyendo el calculo de areas, volimenes y promedios.

» Calculo de integrales impropias: Desarrollaran la habilidad de calcular integrales
impropias, comprendiendo el concepto de limite en el calculo de areas infinitas o

integrales con limites infinitos.
Competencias Digitales:

» Uso de recursos tecnolégicos: Los estudiantes podran utilizar herramientas
tecnoldgicas, como software de calculo simbodlico o graficas, para explorar y
visualizar integrales, realizar calculos y resolver problemas relacionados con el
calculo integral.

» Busqueda y gestion de informacion: Seran capaces de buscar informacion
relevante sobre calculo integral en fuentes digitales confiables y organizarla de
manera efectiva, utilizando herramientas tecnologicas para acceder a recursos y
referencias actualizadas.

» Comunicacién digital: Podran utilizar herramientas digitales para presentar y
compartir resultados matematicos, como graficas o calculos de integrales, de
manera clara y comprensible, utilizando software especializado o plataformas de

comunicacion en linea.
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* Pensamiento computacional: Aprenderan a abordar problemas matematicos
relacionados con el calculo integral de manera algoritmica, utilizando herramientas
digitales y la l6gica computacional para disefiar estrategias de resolucion.

» Alfabetizacion digital: Desarrollaran habilidades basicas relacionadas con el uso de
software matematico y la comprension de interfaces graficas, asi como la capacidad
de evaluar la validez y confiabilidad de las herramientas y recursos digitales

utilizados en el calculo integral.

Estas competencias genéricas, matematicas y digitales son relevantes para que los
estudiantes adquieran un conocimiento sélido sobre el célculo integral y puedan

aplicarlo de manera efectiva en diversos contextos académicos y profesionales.

4.2 Integral indefinida

La integral indefinida es un concepto esencial en el campo del calculo y desempefia un
papel fundamental en diversas ramas de la matematica y otras disciplinas. A
continuacion, exploraremos el concepto de integral indefinida y su relevancia en el

ambito académico y practico.

La integral indefinida, también conocida como antiderivada, permite determinar una
funcion original a partir de su derivada. Es un proceso inverso a la diferenciacion y nos
brinda la capacidad de analizar el cambio acumulado o la cantidad total de una

magnitud en un intervalo dado.

En este epigrafe abordaremos los fundamentos de la integral indefinida, incluyendo su
definicién formal y las propiedades basicas que la caracterizan. Exploraremos ademas
los diferentes métodos de calculo, como la sustitucion y la integracién por partes,

proporcionando ejemplos resueltos que ayudaran a comprender su aplicacion practica.
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4.2.1 Antiderivada o primitiva de una funcién

Definicion de Integral Indefinida:

La integral indefinida de una funcién f(x) se denota como [f(x) dx y se define como una
familia de funciones F(x) que tienen la propiedad de que su derivada es igual a f(x), es

decir, F'(x) = f(x) para todo x en el dominio de f(x).

La integral indefinida es una operacion matematica que nos permite encontrar una
funcién F(x), conocida como antiderivada o primitiva de f(x), a partir de una funcion

dada f(x). La notacion [f(x) dx representa la integral indefinida de f(x) con respecto a x.

La definicion formal establece que la antiderivada F(x) debe cumplir la propiedad de
que su derivada F'(x) sea igual a la funcion original f(x). Esto implica que la integral
indefinida deshace el proceso de derivacién, devolviéndonos una funcién en lugar de

una tasa de cambio.

En otras palabras, calcular la integral indefinida de una funcidn implica encontrar una
expresion para F(x) tal que al derivarla obtengamos nuevamente la funcion f(x) original.
Sin embargo, es importante tener en cuenta que la integral indefinida no proporciona
una Unica solucion, sino una familia infinita de funciones que difieren solo por una

constante arbitraria.

Ejemplos
1. Calcular la integral indefinida de f(x) = 3x* dx.

Solucion: Aplicamos la regla de potencias, sumando 1 al exponente y dividiendo

por el nuevo exponente:

[f(x) dx = [3x* dx = x* + ¢, donde c es la constante de integracién.

2. Calcular la integral indefinida de f(x) = 2cos(x) dx.
Solucién: Utilizamos la regla de integracion de funciones trigonométricas:
[f(x) dx = [2cos(x) dx = 2sen(x) + ¢, donde c es la constante de integracion.

3. Calcular la integral indefinida de f(x) = e* dx.
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Solucién: La funcion exponencial €* es su propia antiderivada, por lo que:

[f(x) dx = [e* dx = €* + ¢, donde c es la constante de integracion.

En cada ejemplo, la antiderivada encontrada satisface la condicion de derivada igual a

la funcion original, demostrando asi la validez de la definicion de integral indefinida.

Ejemplos de antiderivadas:

f(x) = senx F(X) = CcoSX + ¢
foy =3x* —2x+1 Fo=x*+x*+x +c
f(X)ZXZ F(X)=X2+3+C

Observacion: en todos los casos debe adicionarse una constante arbitraria que

podemos denotar por ¢, pero en general se puede utilizar: ¢1, ¢, k, k1, k1, p, q, r...
La funcién primita no es Unica, por ejemplo, para la funcion fy) =x? la funcién
primitiva realmente es una familia de funciones Fy) =x*+3+c como casos

particulares de esta familia tenemos las funciones F,y = x> 4+3 y Fuy =x*+9.

Al aplicar la definicion de integral indefinida de una funcién f(x) es posible encontrar
las primitivas para una variedad de funciones elementales. A continuacién, se resumen

las mismas a través de una tabla de integrales inmediatas.

Tabla de integrales inmediatas:

fn+1

W 4C

n+1

1. f f’(x)fn(x) dx =

froo) 1o
2. f f(x) dX = ln f(x) + C

3. [ 9 dx= [fg +C

2 , f(X)

fr
4. —®_dx = /f, +C
5. [ fysenfyydx = —cosfy +C
6. f f,(x) CoS f(x) dx = sen f(X) +C

~

| £ tanfiyy dx = In|secfry| + C = —1In|cos fy| + C
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8. f f,(x) cot f(x) = 1n|sen f(x)| +C

WicC

9. [ fsecfypdx = ln|sec f) + tan f(X)| + C=In |tan
10. [ fcscfiy dx = In|esc iy — cotfyy| + C
11. f f,(x) SEC2 f(x) dx = tan f(x) +C
12. f f,(x) CSC2 f(x) dx = —cot f(x) +C
' afedx = 4 afex
13. [ fpa®@dx=—a®+C

14. [efo fydx=ef®+C

f’(x) dx

f /az—fz(x)
frpdx _ -
16. f\/%fz(x) sin 1h()+C—ln|f(X)+1/a + 2| +C

15, - sin—l%’%c

130 d 4 fix
17. [ 9% — Ztan 1%+C

az —f2 x) a

7 d f
18. [ 89— =tan"th-2 4 C

a?—f2y a

frend 1 4 f
19. fozgsec 1%+C
EONICRE
fredx 1 _ f
20. [ —&—— = —-sec 1plfwl | ¢
f(x)ﬂlaz—f%o a a
1
21. [Vx+1dx = =t C

Con ayuda de esta tabla de integrales es posible resolver una diversidad de integrales
inmediatas. Sin embargo, esta diversidad puede ser mayor si se aplican las propiedades

de la integral indefinida que se presenta a continuacion.
4.2.2 Propiedades de la integral indefinida

Supondremos que todas las funciones en lo adelante son continuas por lo que su
integral indefinida existe en un mismo intervalo (a, b). Entonces, para estas funciones

se cumplen las siguientes propiedades:
1. El diferencial de una integral indefinida es igual a la expresién del integrando:

dj f(x)dx)=f(x)dx.
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Demostracion:
Ya que F'(x) =f(x) para toda x de (a, b), entonces se tiene que
d([ f(x)dx) = d[F(x) + C] = F'(x)dx = f(x)dx.
2. La derivada de una integral indefinida es igual a la funcidon integrando:

d
d—xj f(x)dx = f(x).

La demostracion de esta propiedad se desprende de la propiedad 1.

3. La integral indefinida del diferencial de una funcion es igual a dicha funcién mas una

constante arbitraria.
[ dF(x)dx =F(x)+ C

En efecto si F'(x) =f(x) para toda x de (a, b), entonces se tiene que
[ dF(x) =] F(x)dx =] f(x)dx =F(x)+C

4. El factor constante puede sacarse fuera del signo de la integral indefinida o ponerse

bajo el signo de la integral.

[ af(x)dx =af f(x)dx donde a es una constante no nula.

5. La integral indefinida de la suma algebraica de dos funciones es igual a la suma

algebraica de las integrales indefinidas de estas funciones.
J [F0£g00ldx = [ f(x)dx [ g(x)dx
Demostracion:

Por la propiedad 2

d

o] [0 £ g00kx=fx) £ gx)
Por otra parte,

Oi([f f(x)dx + | g(x)dx]= Oi( [ f(x)dx % Oi( [ g(x)dx = f(x) % g(x)
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De esta forma

I[f(x)ig(x)]dx y | f(x)dx£] g(x)dx son primitivas de las mismas funciones
f(x)£g(x) por consiguiente, solo difieren en una constante y esto demuestra la

propiedad.
Combinando las propiedades 4 y 5 puede demostrarse la denominada propiedad de
linealidad de la integral indefinida.

n n
6. | .Z1Aifi(x) dx ='Z1Aif f.(x)dx
i= i=

donde las A son constantes i=1, 2,.., n.

Con ayuda de estas propiedades aumenta el espectro de integrales inmediatas que
pueden ser resueltas. No obstante, hay algunas integrales que necesitan de la
aplicacion de métodos especiales para la resolucion, tal es el caso de la integracion por

sustitucion de la variable que se presenta a continuacién.

4.2.3 Integracion por sustitucion de la variable

El método de integracion por sustitucién, también conocido como regla de la cadena
inversa, es una técnica utilizada para resolver integrales en las que se identifica una
funcién compuesta en la expresion a integrar. Este método se basa en realizar un

cambio de variable que simplifique la integral y facilite su resolucion.

En otras palabras, este método se basa en realizar una sustitucion adecuada
introduciendo una variable auxiliar en el integrando, conjuntamente con su diferencial

y se resume en el siguiente teorema:

Teorema: Sea f(u) y u= @(x) definidas sobre ciertos intervalos, tales que tenga
sentido la funcion compuesta [f[@(x)] y la funcion @(x) sea diferenciable. Entonces, si

la funcién f(u) tiene primitiva F(u), es decir, si
[ f(u)du = F(u) + C
la funcién fle(x)]@'(x) tiene como primitiva la funcién F[@(x)], es decir,
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J floG)]e'(x)dx = [ f(u)du = F(w) + C = Flo(x)] +C

El método de integracion por sustitucion se basa en la regla de la cadena de la

derivada. Si tenemos una funcion compuesta de la forma f(g(x)), la derivada de esta

funcion se puede expresar como f'(g(x)) * g'(x).

Para resolver una integral utilizando este método, seguimos los siguientes pasos:

1.

Identificar una funcidn dentro de la expresidon a integrar que sea parte de una
funcion compuesta. Esta funcién se convertira en la funcion u de la sustitucion.
Calcular la derivada de u, denotada como du/dx

Realizar la sustitucion u = g(x), lo que implica reemplazar la funcion identificada en
el paso 1 por uy su derivada du/dx por dx en la integral original.

Simplificar la integral utilizando la sustitucion u y du. Esto puede implicar simplificar

la expresion o aplicar otras técnicas de integracion.

. Resolver la integral resultante de u utilizando métodos de integracion conocidos,

como la regla de potencias, la regla del logaritmo, la regla de las funciones

trigonométricas, entre otros.

Finalmente, reemplazar u por la expresion original de g(x) para obtener la solucién final

de la integral.

A continuacién, se proporcionan tres ejemplos ilustrativos de la aplicacion del método

de integracion por sustitucion.

Ejemplos

1.

Calcular la integral [(2x + 1) dx
En este ejemplo, podemos realizar la sustitucién u = 2x + 1
Calculamos du/dx:
du/dx = 2
Sustituimos en la integral:

[@x + 1) dx = [u®(1/2) du
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Simplificamos y resolvemos la integral de u:
(1/2) fu* du = (1/2) * (U*/3) + c = u*/6 +
Reemplazamos u por su expresion original:
J@x + 1)2dx=(2x + 1)3/6 + ¢
2. Calcular la integral [ 2x eX dx
En este caso, podemos realizar la sustitucién u = x
Calculamos du/dx:
du/dx = 2x
Sustituimos en la integral:
[2x eX dx = [e! du
Resolvemos la integral de u:
feldu=e"+c
Reemplazamos u por su expresion original:
[ 2x eXdx = e + ¢
3. Calcular la integral [ (1 + 3x)* dx
En este ejemplo, podemos realizar la sustitucion u = 1 + 3x
Calculamos du/dx:
du/dx = 3
Sustituimos en la integral:
[ (1+3x)*dx = (1/3) fu*du
Resolvemos la integral de u:
[ (1+3x)*dx = (1/3) fu*du = (1/3) * (u°/5) + c = U*/15 + ¢

Reemplazamos u por su expresion original:
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[ (1+3x)*dx = (1 +3x)°/15 + ¢

Estos ejemplos ilustran la aplicacion del método de integracion por sustitucion para
resolver diferentes tipos de integrales. Es importante practicar y tener en cuenta que
la eleccién adecuada de la sustitucion puede facilitar significativamente la resolucion

de la integral.

4.2.4 Integracion por partes

El método de integracion por partes es una técnica utilizada para resolver integrales
de productos de funciones. Esta técnica se basa en una version de la regla del producto
de la derivada, que establece que la derivada de un producto de dos funciones se
puede expresar como la suma del producto de una de las funciones por la derivada de

la otra y del producto de la derivada de una de las funciones por la otra.

El denominado método de integracién por partes se basa en el siguiente teorema:

Teorema: Si las funciones u(x) y v(x) son diferenciables en cierto intervalo y existe la

integral [ v(x) * u'(x)dx, entonces, existe la integral [ u(x) * v'(x)dx y se cumple que:
Ju®) * v (x)dx = u(x) * v(x) — [ v’ (x)v(x)dx

Demostracion:

Este teorema se demuestra facilmente utilizando la regla de derivacion del producto:
[u(x) * v(x)]" = u'(x) * v(x) + u(x) * v'(x)
De donde obtenemos
u(x) *v'(x) = [u®) * v(x)]' — u'(x) * v(x)
Como por hipotesis, la funcion u'(x) * v(x) es integrable y evidentemente la funcion
[u(x) * v(x)]' es integrable y una primitiva de ella es u(x) * v(x), entonces, la funcidn
u(x) * v'(x) es integrable y se cumple

Jux) *v'x)dx = [[u(x) * v(x)]'dx — [ u'(x) * v(x)dx

De donde
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Jux) *v'(x)dx = u(x) * v(x) — [ u'(x) * v(x)dx

Y de esta manera queda demostrado el teorema.

La féormula que nos arroja el teorema también puede escribirse en la forma

Judv = uv — [ vdu, la cual es mas utilizada en la practica.

A continuacién, se presenta una explicacion del método de integracion por partes y se

proporcionan seis ejemplos resueltos tipicos:
Explicacion del método de integracion por partes:

Para resolver una integral utilizando el método de integracion por partes, seguimos los

siguientes pasos:

1. Seleccionar una funcion u y otra funcion v de la expresion original.
Calcular la derivada de u, denotada como u'.

Calcular la integral de v, denotada como [v dx.

H owon

Aplicar la féormula de integracion por partes, sustituyendo los valores calculados en
la féormula.

5. Resolver la nueva integral obtenida, que puede ser mas sencilla que la original.

Si es necesario, repetir los pasos anteriores hasta que se alcance una forma que se

pueda resolver facilmente.

A continuacion, se presentan tres ejemplos resueltos tipicos utilizando el método de

integracion por partes.

Ejemplo

Resuelva las siguientes integrales utilizando el método de integracion por partes:
a) [x In(x) dx

b) [x e* dx

) [x* sen(x) dx

Solucion:
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a) [x In(x) dx
Seleccionamos u = In(x) y dv=xdx
Calculamos du=1/xdx vy v =x%/2
Aplicamos la férmula de integracion por partes: [udv=uv— [vdu
[xIn(x) dx = (x*/2) In(x) - [ (1/x) (x*/2) dx.
Simplificamos y resolvemos la integral resultante:

[xIn(x) dx = x3/2 - [x/2 dx = (x*/2) In(x) - X*/4 + ¢

b) [x e* dx
Seleccionamos u=x y dv = e*dx
Calculamos du = dx y v =g

Aplicamos la férmula de integracion por partes:
[xe¥dx =xe*- [ e*dx
Resolvemos la integral resultante:
[xe*dx =xe*-e*+c
[xe*dx =e*(x-1) +c
c) [x* sen(x) dx
Seleccionamos u=x y dv = sen (x) dx
Calculamos du = 2x dx y v dx = -cos(x)
Aplicamos la formula de integracion por partes:
[x%sen(x) dx = -x? cos(x) - | (2x (-cos(x)) dx
Resolvemos la integral resultante:

[x?sen(x) dx = -x* cos(x) + 2 [x cos(x) dx
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Aplicamos nuevamente el método de integracion por partes a la integral restante
[x cos(x) dx
Seleccionamos u=x y dv = cos(x) dx
Calculamos du=1 y v = sen(x)
Aplicamos la formula de integracion por partes:
2 [x cos(x) dx = 2 (x sen(x) - [sen(x) dx)
Resolvemos la nueva integral:
2 [x cos(x) dx = 2 (x sen(x) - [sen(x) dx) = 2 (x sen(x) + cos(x)) + ¢
Luego se obtiene que
[x?sen(x) dx = -x* cos(x) + 2 [x cos(x) dx
[x?sen(x) dx = -x? cos(x) + 2 (x sen(x) + cos(x)) + ¢

[x?sen(x) dx = (2 - x?) cos(x) + 2x sen (x) + ¢

Estos ejemplos ilustran la aplicacion del método de integracidn por partes para resolver
diferentes tipos de integrales. El estudiante debe sistematizar este método y elegir
adecuadamente las funciones u y dv para simplificar las integrales y llegar a una

solucién mas manejable.

En ocasiones la seleccion de u y dv puede hacerse de mas de una manera; en estos
casos es conveniente antes de aplicar la formula, detenerse a pensar cual es la seleccion

gue mas conviene a nuestros objetivos.
4.3 Integral definida

La integral definida es un concepto fundamental en el calculo que permite calcular el
area bajo una curva o la acumulacién de una cantidad a lo largo de un intervalo
definido. Se denota con el simbolo [ y se utiliza para representar la integracion de una

funcion en un intervalo especifico.
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Definicion de integral definida: Si f es una funcidn continua definida paraa<x <b,
divida el intervalo [a, b] en n subintervalos de igual ancho Ax = (b-a)/n. Haga que
Xo (), Xo, X1, X2,..., Xn (b) sean puntos extremos de estos subintervalos y elija x7, x5, ..., X},
como los puntos muestras en estos subintervalos, de modo que x; se encuentre en el

i-ésimo subintervalo [xi-1, Xi]. Entonces la integral definida de f, desde a hasta b, es
[ fGOdx = lim T, f(x))Ax
n—o0o

siempre que exista este limite, si existe, f es integrable en [a, b].

El significado exacto del limite que define a las integrales es como sigue:

: . . . .
Para cualquier nimero € > 0 existe un numero N tal que
* f(x)dx — T, f(x))A
J, fGdx — XL, f(x))Ax| < e
para cualquier entero n > N y para cualquier seleccion x;i en [xi-1, xi].

La suma que aparece en la definicién se llama suma de Riemann, en honor al
matematico aleman Bernhard Riemann (1826-1866). De tal manera que la definicion
menciona que la integral definida de una funcion integrable puede aproximarse dentro

de cualquier grado de exactitud mediante la suma de Riemann.

Sabemos que si f es positiva, entonces la suma de Riemann puede interpretarse como

una suma de areas de los rectangulos de aproximacion (ver figura 58). Cabe sefalar
que la integral definida fab f(x)dx se puede interpretar como el area bajo la curvay =

f(x), desde a hasta b (ver figura 59).
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Figura 58. Si f(x) = 0, la suma de Riemann }iL, f(x{)Ax es la suma de las areas de los

rectangulos.

y=flx)

0 a b ‘:
Figura 59. Si f(x) > 0, la integral fab f(x)dx es el area bajo la curva y = f(x), desde a
hasta b.
Si f toma valores tanto positivos como negativos, como en la figura 60, entonces la
suma de Riemann es la suma de las areas de los rectangulos que se encuentran arriba
del eje x y los negativos de las areas de los rectangulos que estan debajo del eje x.

Cuando se toma el limite de esas sumas de Riemann, se obtiene la situacion que se

ilustra en la figura 61.

Una integral definida puede interpretarse como un area neta, es decir, una diferencia

de areas:
b
fa f(X)dX = Al _— AZ

donde A; es el area de la region arriba del eje x y debajo de la graficade fy A,
corresponde a la regidn debajo del eje x y arriba de la grafica de f.
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VA

Figura 60. );i_, f(x{)Ax es una aproximacion al area neta.
VA

y=f(x)

O a b X

Figura 61. fab f(x)dx es el area neta.

4.3.1 Propiedades de la integral definida

Teorema: Si f es continua en el intervalo [a, b], o sis tiene solamente un nimero finito

de saltos discontinuos, entonces f es integrable en [a, b]; es decir, la integral definida

fab f(x)dx existe.

Teorema: Si f es integrable en [a, b], entonces
[P f00dx = lim B, f(x))AxX
n—oo

dondeAX=% y X; =a+ Ax

Ejemplo

Evalué las siguientes integrales interpretando cada una en términos de areas.
a) [, V1 —xZdx
b) f03(x — 1)dx

176




CAPITULO IV
CALCULO INTEGRAL

Solucion

a) Dado que f(x) =v1—x22>0, se puede interpretar esta integral como el area
debajo de la curva y = V1 — x2 desde 0 hasta 1. Pero como y? = 1 — x?, se obtiene que

x? +y? =1, lo cual muestra que la grafica de f es el cuarto de circunferencia, con radio

1, que se representa en la figura 62.

y=y1-—x°

0 i X
Figura 62. Representacion del area debajo de la funcién f(x) = v1 — x? en el

intervalo [0, 1], representa un cuarto del area de la circunferencia x? + y? = 1
Por lo tanto, f01\/1 — x2dx = in(1)2 = E

b) La grafica dey = x — 1 es la recta con pendiente 1 que se presenta en la figura 63.
Se calcula la integral como diferencia de las areas de los dos triangulos:

[(x—Ddx=A, —A; = S(2%2)-3(2%2) =15

VA
(3,2)

y=x—1

Y

0|4, /1 3 x

=1

Figura 63. Representacion del area que se conforma entre larectay = x— 1y el eje x
en el intervalo [0, 3].

Las propiedades que presentamos a continuacion son Utiles tanto para evaluar

integrales definidas como para poder establecer comparaciones.
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Propiedades de la integral definida

1. fb cdx = c(b — a), donde c es cualquier constante real
a

N

LI + g(0ldx = [ (0 dx + [ g(x)dx

w

fab c f(x)dx = cfab f(x)dx, donde c es cualquier constante real

N

. fac f(x)dx = fcb f(x)dx = fab f(x)dx

9]

. Sif(x) = 0 para a < x < b, entonces fab f(x)dx = 0

(o)}

. Si f(x) = g(x) paraa < x < b, entonces fab f(x)dx > fab g(x)dx

~

. Sim < f(x) < M paraa < x <b, entonces

b
m(b—a) < f f(x)dx <M(b — a)

4.3.2 Teorema fundamental del calculo

Veamos esta primera parte del teorema fundamental del calculo que esta muy

relacionado con el concepto de primitiva o antiderivada estudiada anteriormente:

Teorema fundamental del calculo (primera parte)
Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b], entonces la funcidon g definida en [a,
bl por gx) = [ f(tdt

es continua en [a, b] y derivable en (a, b) y ademas g'(x) = f(x).

Observaciones:

1. Del teorema anterior se puede apreciar que si g(x) es definida en la forma dada

entonces g es una primitiva de f para toda x de [a, b].

2. Este importante teorema nos dice que la derivada de una integral definida con
respecto a su limite superior de integracion es igual a la funcion integrando evaluada

en el limite superior de integracion.

3. A partir del teorema y la notacién de Leibniz se puede plantear que
d (x
= J, f®dt = f(x).
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4.Six = a se tiene que g(a) = faa f(t)dt = 0.

Ejemplos
1. Si se tiene que g(x) = flx\/Z + sent dt determine g'(x).
Solucion:

Como f(t) = V2 + sent es continua para toda t real la primera parte del teorema

fundamental del calculo garantiza que g(x) = V2 + senx para toda x real.

Una consecuencia logica del teorema anterior esta avalada por el resultado del

siguiente ejemplo.

2. Si f(x) y g(x) son funciones continuas, demuestre que si la funcién h(x) esta definida

por h(x) = fag(x) f(t)dt, entonces h'(x) = f[g(x)]g'(%).
Solucion:

Sea u = g(x) asi, du = g'(x) dx, h(u) = fau f(t)dt se tiene, el arbol de dependencia

funcional que h depende de uy, a su vez, u dependedex: h - u - x

Por tanto, aplicando la regla de la cadena
") = W ()™ = du
W) = h'(w) S = f(u)
por ser h una primitiva de f se tiene que h'(x) = f (u) y asi se obtiene finalmente que
h'(x) = fl[g(x)]g'(x)
3. Determina ~— fXS senz dz
’ dx “2
Solucion:

Como la variable que se utiliza para la integral es irrelevante, es decir, puede ser

cualquiera, se tiene a partir del resultado anterior que

5
Sih(x) = fzxs senzdz = h'(x) = % fZX senz dz = (sen x°)5x*
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La segunda parte del teorema fundamental del célculo ofrece un método mucho mas

sencillo para el calculo de una integral definida.

Teorema fundamental del calculo (segunda parte)
Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b], entonces
[7 f(0dx = F(b) — F(a)

donde F(x) es cualquier antiderivada de f(x) en el intervalo [a, b], es decir, una funcién

tal que F'(x) = f(x).
Demostracion:

Sea h(x) definida por h(x) = f; f(x)dx para cada de x de [a, b] y F(x) cualquier
antiderivada de f(x) en dicho intervalo, entonces, como h(x) es otra primitiva de f(x) se
tiene, como es conocido, que F(x) y h(x) difieren en una constante, es decir, existe un

numero C tal que h(x) — F(x)=c para todo x en [a, b], de donde
f: f(x)dx — F(x) = ¢
igualdad que se cumple para todo x de [a, b].
Evaluando para x = a y teniendo en cuenta que
h(a) = faa f(x)dx = 0 se tiene que 0 —-F(@) = ¢ = c =-F(a)
De donde
[ f(x)dx — F(x) =-F(a)
y ahora evaluando para x = b se tiene que
[P £6)dx — F(b) = F(a) = [ f(x)dx = F(b) — F(a)

y queda demostrado el teorema.
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Observaciones:

1. La férmula fab f(x)dx = F(b) — F(a) también es conocida como formula de Newton-

Leibniz 6 regla de Barrow.

2. En términos fisicos si v(t) es la velocidad de un objeto que se mueve en una direccion
determinada y s(t) es su posicion en el tiempo entonces, como es conocido, s'(t) =

v(t), es decir, s es un antiderivada de v, por tanto,
S = fab v(t)dt = s(b) — s(a)

representa el espacio recorrido por el objeto entre los instantes de tiempot=ayt

= b.

Ahora uniremos las dos partes del teorema fundamental:

Teorema fundamental del calculo

Sea f continua en [a, b].

1.Sig(x) = [ f(t)dt entonces g'(x) = f(t).

2. fab f(x)dx = F(b) — F(a), donde F es cualquier antiderivada de f, es decir, F'(x) = f(x)

para todo x de [a, b].

4.3.3 Calculo de areas entre curvas

Una vez recordada la forma de calcular el area bajo una curva es muy facil introducir el
concepto de area entre curvas y su calculo para el caso en que una funcién esta por

encima de la otra en un intervalo dado.

caso 1. Calculo del area entre curvas: El area A de la region limitada por las curvas y
= f(x), y = g(x) y las rectas x = a, x = b, donde f y g son continuas y f(x) = g(x)

para toda x en [a, b] es:

A = [T — g(0ldx
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Observe que en el caso particular en el que g(x) = 0 la formula anterior se reduce al

caso en el que calculamos el area entre una curva y el eje x.

Analicemos es el caso de que las dos curvas estén por encima del eje x, para ello

presentaremos el siguiente ejemplo.

Ejemplos

1. Determine el area de la region acotada por arriba con y = e*, por abajo mediante y

=x yalosladosporx=0yx=1.
Solucion:

La regidn se muestra en la figura 64. La curva del limite superior es y = e* y la curva

del limite inferior es y = x. De este modo se puede usar la férmula
A = [JIEG) — g(0ldx

conf(x) =e* gx) =x,a=0yb=1.

Luego se obtiene

_r1 _ _ _1 2 1
A= [ (¥ —x)dx = (e* 2X)O

A=e—-—1
2
A=15
Va
$ x=1
1+
.--"""Hr.-r.r'-.
_—y=x
0 I X

Figura 64. Area entre dos curvas por encima del eje x.

182




CAPITULO IV
CALCULO INTEGRAL

Veremos el caso de que las funciones f(x) y g(x) estén una por encima de la otra en

unos puntos de un intervalo dado y en otros puntos no.

2. Calculo del area entre curvas: El area A de la region limitada por las curvas y = f(x),
y = g(x) y las rectas x = a, x = b, donde fy g son continuas y f(x) > g(x) para algunos

valores de x en [a, b], y f(x) < g(x) para otros valores de x en [a, b], es la siguiente:

A = [PIfGx) — gl dx

En general, esta formula de calculo puede aplicarse para diferentes intervalos en los
que f(x) = g(x) o f(x) < g(x). A continuacion, se presenta un ejemplo que permite ilustrar

su empleo.

Ejemplo
Calcular el area de la region acotada por las curvasy = senx,y = cos x, x =0y x = /2.
Solucion:

Los puntos de interseccion se presentan cuando senx = cos X, es decir, cuando x =

/4 (puesto que 0 < x < m/2). La region se ilustra en la figura 66.

A, A,

f
-
4

0| g

Figura 65. Area entre las curvas con f(x) > g(x) 6 f(x) < g(x) para toda x en [a, b].

El area requerida es
/2
A= [ |cos (x) —sen(x)|dx = A; + A,

A= f:M(cos(x) — sen(x))dx+f$//42(sen(x) — cos(x))dx
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A = [sen(x) + cos(x)]lﬂ(/)4 +[ x]—[cos(x) — sen(x)]|
A=—+5-0-1+0-1%+7)
A=2(G2-1)

/2
/4
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En este ejemplo se hubiese ahorrado algun trabajo si se hubiese utilizado el hecho

de que la region es simétrica respecto a x = /4y asi

A= 2A, =2 f:M(cos(x) —sen(x))dx=2(v2 — 1)

4.4 Ejercicios del capitulo

En esta seccidn los estudiantes deben poner en practica sus conocimientos y

desarrollar sus habilidades para comprender los ejercicios y problemas que se

presentan, asi como para resolver aquellos que se les proponen.

4.4.1 Ejercicios resueltos

1. Calcule las siguientes integrales:
a) [(2x + 1)*dx

b) [(x? + 1)82x dx

o) [xVx?+1dx

d) [ = dx

Soluciones:

a) Se utiliza el cambio de variable:t = 2x + 1, dt = 2dx

(2x+1)°

4 5
[O g = © oo
2 10 10

+C

b) Se utiliza el cambio de variable: t = x? + 1, dt = 2xdx

Luego: [(x? + 1)82x dx = [t8dt = §+ C = x2;19

+C

c) Se utiliza el cambio de variable: t = x> + 1, dt = 2xdx
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1 1
fx x2+1dx=zj\/fdt=z +c=

~
ol 0| T

3
x%+1)2
fx x2+1dx=%+c

d) Se realiza el cambio de variable: t =lIlnx, dt= idx

l t? Inx)?
nx f :(nx) e

= | tde=—+
x 2 TET T

2. Resuelva las siguientes integrales utilizando el método de integracion por partes:
a) [x%senaxdx

b) [Inx dx

¢) [ arctan x dx

Soluciones:

a) [x%senaxdx

Si consideramos  u = x? y dv = sen axdx,
cosax
tenemos du = 2xdx y vV=— , luego,
2 X2 2
J x*senax dx = ——cosax + = [ xcos ax dx

A la integral [ xcos ax dx también se le debe aplicar la férmula de integracion por

partes, tomando u=x y dv=cosaxdx

1
tenemos du = dx y Vv = —sen ax
luego

X 1
J xcos ax dx = -senax — ~ [ senax dx =

X 1
==-senax+ —cosax+ C
a a

Y finalmente obtenemos
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2
X 2X 2
J x?senax dx = —cosax + senax + 5 cosax + C

b) [Inxdx
Consideremos u=Inx vy dv = dx
dx
tenemos du = — y V=X
luego

flnxdx=xlnx—fx%=x1nx—x=x(lnx—1)+C

¢) [ arctan x dx

Tomando u=arctanx y dv=dx
dx
tenemos du=— y V=X
1+x
dx

[ arctan x dx = x arctanx — [ x—;
1+x

Utilizando el método de sustitucion se calcula la integral del segundo miembro de

la ecuacién y finalmente obtenemos
[ arctanx dx = x arctanx — %ln(x2 +1)+C
5
3. Calcular la siguiente integral definida I?dx
2

Solucion:

Como es una constante, entonces:

j?dx = 7(5-2) = 7(3) = 21
2

4. Si se conoce quef02x3dx = 4, fozx dx=2y foz dx = 2 entonces solamente

2
utilizando propiedades estudiadas calcular I(5x3 —3x+4)dx.
0

Solucion:

'2[(5x3 —3x+4)dx = '2[5x3dx —'2[3xdx+ '2[4dx
0 0 0 0

186



CAPITULO IV
CALCULO INTEGRAL

2

2 2
=5Jx3dx—3jxdx—4jdx
0 0

0

= 5(4) — 3(2) + 8 Sustituyendo

=20-6+38

=22

5) Evalue la siguiente integral definida f:(xiz + %)dx

Solucion:
5 5
jx‘zdx + I5x‘3dx integrando obtenemos
4 4

oo _[L1 5T
-1 -2 X 2x*],

4

Sustituimos aplicando la definicion

z‘[é‘zérj{‘i‘zéfj

1 5 1 5 17

= o on gt~ 100 = 010625

6) Calcular el area aproximada de la regién acotada por las curvas y = \/% y
y =x*—x

Solucion:

Se deben encontrar los puntos de interseccion entre las curvas, por lo que habria que
resolver la ecuaciéon

X

Vx2+1

=x* —x

Para resolver esta ecuacién se debe hacer por aproximacién porque no es posible
encontrar una solucion exacta, por ejemplo, podria aplicarse el método de la biseccion
visto en el capitulo 2. Se obtiene entonces que un punto de interseccion es el origen 'y

el otro aproximadamente x = 1.18 (ver figura 65).
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y=x"—x

—1
Figura 66. Representacion del area entre las curvas por encima y por debajo del eje x

y con f(x) = g(x) para toda x en [a, b]

En estos términos, una aproximacién al area buscada es

1.18 X
A=)l Ee - o -9
Para integrar el primer término se puede aplicar la sustitucién u = x? + 1. Entonces,

du = 2xdx, y cuando x = 1.18, u = 2.39. Asi

_1,239du (118, 4
A= [ == [ &t —x)dx

Vu
_ 2.39 x5  x27]1.18
A== 7= -2
5
A=\/m—1—1'158 +1.1282
A =0.785

4.4.2 Ejercicios propuestos

1. Calcule las siguientes integrales:
a) [ sen(mx) dx

b) [ 2

X+a

xdx
C) f x2+a2

2. Calcule las siguientes integrales
a) [x%* In(x) dx
b) [x? cos(x) dx

) [e* cos(x) dx

188



CAPITULO IV
CALCULO INTEGRAL

d) [(Inx)? dx

3. Calcule las siguientes integrales definidas:

a) j(xs — 4x)dx

(y® —y? +1)dy

A2

c) | 3senZdz

o
~

Pl O >

(ﬁ—%+ﬂjdx

o) [} (s +7)dx

f) fle G+x2) dx

4. Encuentre el area de la region encerrada por las parabolas y = x? y y = 2x — x2.
5. Encuentre el area de la region encerrada por la parabola y = 2x — x? y la linea recta
y = 0.

6. Encuentre el area comprendida entre la rectay = x — 1y la pardbola y? = 2x + 6.

4.5 Recursos tecnoldgicos y didacticos

A continuacion, se presentan algunos recursos tecnologicos y didacticos que pueden
ser Utiles tanto para estudiantes como para profesores al estudiar y ensefar el
contenido de calculo integral. Estos recursos pueden ayudar a mejorar la comprension

de los conceptos y facilitar la resolucion de problemas.
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4.5.1 Recursos tecnolégicos

Software de calculo simbélico: Utiliza software como Wolfram Mathematica o
Maple, que permiten realizar calculos simbolicos relacionados con el calculo
integral. Los estudiantes pueden calcular integrales, encontrar antiderivadas y
explorar propiedades de la integral de manera computacional.

Herramientas en linea de calculo integral: Utiliza herramientas en linea como
Symbolab o Wolfram Alpha, que ofrecen soluciones paso a paso para problemas
de calculo integral. Los estudiantes pueden ingresar una funcion y obtener la
antiderivada, calcular integrales definidas y explorar otros conceptos
relacionados.

Aplicaciones moviles: Hay diversas aplicaciones moviles disponibles que ofrecen
recursos interactivos y ejercicios de calculo integral. Algunas opciones populares
incluyen Photomath, Mathway y Khan Academy. Estas aplicaciones brindan
ejemplos, ejercicios y explicaciones paso a paso para ayudar a los estudiantes a
comprender y practicar el calculo integral.

Simulaciones interactivas: Utiliza simulaciones interactivas en linea, como las
disponibles en el sitio web PhET de la Universidad de Colorado, que permiten a
los estudiantes visualizar y explorar conceptos relacionados con el calculo
integral. Por ejemplo, pueden explorar cdmo cambia el area bajo una curva al
variar los limites de integracion.

Herramientas de visualizacion de graficas: Utiliza herramientas en linea como
GeoGebra o Desmos, que permiten graficar funciones y visualizar areas bajo
curvas. Los estudiantes pueden explorar graficamente conceptos relacionados
con el célculo integral, como el célculo de areas entre curvas o la interpretacion

geométrica de la integral definida.
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4.5.2 Recursos didacticos

» Ejemplos y ejercicios variados: Proporciona a los estudiantes una amplia
variedad de ejemplos y ejercicios que aborden diferentes técnicas y aplicaciones
del calculo integral. Esto les permitira comprender y practicar la aplicacion de las
propiedades y técnicas del calculo integral.

= Problemas de aplicacion del calculo integral: Presenta a los estudiantes
problemas de aplicacion del calculo integral en contextos reales, como la fisica, la
economia o la biologia. Esto les ayudara a relacionar los conceptos del calculo
integral con situaciones practicas y desarrollar habilidades de resolucién de
problemas.

» Uso de manipulativos: Emplea manipulativos fisicos, como figuras geométricas
o modelos tridimensionales, para representar graficamente conceptos
relacionados con el calculo integral. Por ejemplo, puedes utilizar bloques de
colores para visualizar el calculo de areas entre curvas.

» Enseiianza basada en proyectos: Propon proyectos en los que los estudiantes
puedan aplicar los conceptos del calculo integral en situaciones de la vida real.
Por ejemplo, pueden investigar como se utiliza el calculo integral en la
construccion de puentes o en la estimacion de volumenes de objetos.

* Uso de recursos en linea: Aprovecha los recursos en linea, como tutoriales en
video, lecciones interactivas y actividades en linea, para complementar la
ensefianza en el aula. Plataformas educativas como Khan Academy, MathisFun o
Coursera ofrecen una amplia gama de recursos matematicos relacionados con el

calculo integral.
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CAPITULO 5. ENSENANZA APRENDIZAJE DE LA
MATEMATICA SUPERIOR Y EDUCACION 4.0

5.0 Introduccion al capitulo

En la era actual de la Educacién 4.0, donde la tecnologia y la innovacion estan
transformando rapidamente la forma en que aprendemos y ensefiamos, la matematica
superior no es una excepcion. En este capitulo, exploraremos las tendencias
tecnologicas y didacticas que estan revolucionando la ensefanza y el aprendizaje de la

matematica en la educacion superior.

En la seccidon 5.1, "Tendencias tecnologicas en la ensefianza y aprendizaje de la
matematica superior”, examinaremos como las nuevas herramientas y enfoques
tecnologicos estan mejorando significativamente la forma en que los estudiantes
interactian con los conceptos matematicos avanzados. La inteligencia artificial, la
realidad virtual, las plataformas en linea y las aplicaciones moviles son solo algunas de
las tecnologias que estan cambiando la forma en que se presenta y se comprende la
matematica superior. Analizaremos coémo estas tendencias tecnoldgicas estan
facilitando la visualizacién de conceptos abstractos, la resolucién automatica de
problemas y la personalizacion del aprendizaje, lo que brinda a los estudiantes mayores

oportunidades para explorar, practicar y dominar los temas matematicos complejos.

En la seccion 5.2, "Tendencias de la didactica de la matematica en la educacion
superior”, nos adentraremos en los enfoques pedagdgicos innovadores que estan
transformando la forma en que se imparte la matematica superior. La educacion activa,
el aprendizaje basado en proyectos, la colaboracién entre pares y la evaluacion
formativa son solo algunos de los aspectos destacados en esta seccién. Exploraremos
como estos enfoques pedagdgicos fomentan el pensamiento critico, la resolucion de
problemas y la aplicacién practica de los conceptos matematicos, preparando a los

estudiantes para enfrentar los desafios del mundo real. Ademas, examinaremos el
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papel del profesor como facilitador del aprendizaje y como la tecnologia puede apoyar

y mejorar su labor docente.

A medida que avanzamos en este capitulo, descubriremos cdbmo la combinacién de las
tendencias tecnoldgicas y los enfoques pedagdgicos innovadores esta redefiniendo la
experiencia de ensefianza y aprendizaje de la matematica superior en la educacion 4.0.
Estas transformaciones no solo brindan a los estudiantes las herramientas y habilidades
necesarias para tener éxito en un entorno digital, sino que también promueven un
aprendizaje mas profundo, significativo y atractivo. Preparate para adentrarte en un
viaje que te llevara a explorar las fronteras de la matematica superior y a descubrir

nuevas formas de enseflar y aprender en la era de la Educacién 4.0.

5.1 Tendencias tecnoldgicas en la enseihanza y aprendizaje de la matematica

superior

La educacion 4.0 es un concepto que surge en el contexto de la denominada "Cuarta
Revolucién Industrial”, caracterizada por la integracion de tecnologias digitales y la
transformacion de los procesos educativos. Se refiere a un enfoque educativo que
aprovecha las ventajas de la tecnologia y las nuevas metodologias pedagogicas para
potenciar el aprendizaje y preparar a los estudiantes para enfrentar los desafios de la

sociedad actual y futura.

En relacion con la ensefianza y aprendizaje de la matematica superior, la educacién 4.0
desempefia un papel fundamental en la mejora de estos procesos. La matematica es
una disciplina que requiere comprension profunda, habilidades de resolucion de
problemas y capacidad para aplicar conceptos en diferentes contextos. La tecnologia
y los enfoques pedagdgicos innovadores de la educacion 4.0 proporcionan
herramientas y metodologias que complementan y enriquecen la ensefianza y el

aprendizaje de la matematica superior.

En primer lugar, la tecnologia desempefia un papel esencial al permitir la visualizacion
de conceptos matematicos complejos. Las herramientas digitales, como las

aplicaciones interactivas y los programas de visualizacién, facilitan la comprension de
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conceptos abstractos, como las funciones y sus propiedades mediante
representaciones graficas y animaciones que ayudan a los estudiantes a visualizar y

explorar las relaciones matematicas.

Ademas, la educacion 4.0 fomenta el aprendizaje activo y colaborativo, lo cual es
especialmente relevante para la matematica superior. Los enfoques pedagogicos
basados en proyectos, la resolucion de problemas en equipo y el trabajo colaborativo
promueven el pensamiento critico, la creatividad y la capacidad de aplicar los
conceptos matematicos en situaciones reales. La tecnologia facilita la comunicacion y
la colaboracién entre los estudiantes, permitiéndoles trabajar juntos de manera
sincronica o asincronica, compartir recursos y resolver problemas matematicos de

manera mas eficiente.

Ademas, la educacion 4.0 aprovecha la capacidad de la inteligencia artificial y el
aprendizaje automatico para personalizar el proceso de ensefianza y aprendizaje. Las
plataformas digitales pueden adaptarse a las necesidades individuales de cada
estudiante, ofreciendo recursos y actividades personalizadas que se ajustan a su nivel
de conocimiento y ritmo de aprendizaje. Esto permite a los estudiantes avanzar a su
propio ritmo, recibir retroalimentacion inmediata y acceder a recursos adicionales

segun sus necesidades especificas.

Por lo tanto, la educacidon 4.0 redefine la forma en que se ensefia y se aprende la
matematica superior al aprovechar las ventajas de la tecnologia y los enfoques
pedagogicos innovadores. La visualizacion de conceptos matematicos, el aprendizaje
activo y colaborativo, y la personalizacion del proceso de ensefianza y aprendizaje son
aspectos clave de la educacién 4.0 que mejoran la comprension, el desarrollo de
habilidades y la aplicacion de la matematica en contextos reales. Al combinar la
tecnologia con los enfoques pedagdgicos adecuados, la educacion 4.0 potencia el
aprendizaje de la matematica superior y prepara a los estudiantes para enfrentar los

retos de un mundo cada vez mas digitalizado.
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Si bien en cada capitulo se brindaron diversos recursos tecnoldgicos Utiles para
desarrollar el proceso de ensefianza aprendizaje de la matematica. A continuacién, se
brindan algunos recursos que desde la educacion 4.0 pueden complementarse con los
mencionados anteriormente. Estos recursos se recomiendan en relacion a los cuatro

capitulos del libro:
Capitulo I. Funciones reales:

» Tutoria virtual personalizada: La inteligencia artificiall, como "Socratic"
(https://socratic.org/), proporciona tutoria virtual personalizada en el estudio de
funciones reales. Socratic es una plataforma educativa impulsada por inteligencia
artificial que ofrece explicaciones paso a paso, ejemplos relevantes vy
retroalimentacion inmediata sobre los conceptos y problemas relacionados con
funciones reales.

» Generacion automatica de ejercicios y problemas: La inteligencia artificial, como
"Mathway" (https://www.mathway.com/), puede generar automaticamente una
amplia variedad de ejercicios y problemas relacionados con funciones reales.
Mathway es una herramienta en linea que utiliza inteligencia artificial para generar
problemas matematicos y brindar soluciones detalladas. Los estudiantes pueden
practicar con los ejercicios generados por Mathway para reforzar su comprension y
habilidades en el tema.

» Analisis grafico interactivo: La inteligencia artificia, como "Desmos”
(https://www.desmos.com/), ofrece herramientas interactivas de analisis grafico que
permiten a los estudiantes explorar y visualizar funciones reales. Desmos es una
plataforma en linea que proporciona una calculadora grafica interactiva y
herramientas de visualizacion que ayudan a los estudiantes a comprender mejor las
caracteristicas y propiedades de las funciones reales.

= Asistencia en la identificacion de comportamientos de funciones: La inteligencia
artificial, como "Symbolab" (https://www.symbolab.com/), puede ayudar a los
estudiantes a identificar y comprender los diferentes comportamientos de las
funciones reales. Symbolab es una herramienta en linea que utiliza inteligencia
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artificial para resolver problemas matematicos y proporcionar explicaciones
detalladas. Los estudiantes pueden ingresar una funcion y Symbolab les mostrara su
grafico, puntos criticos, asintotas y otros comportamientos relevantes.

Recursos adicionales y ejemplos de aplicacion: La inteligencia artificial, como
"Khan Academy" (https://www.khanacademy.org/), ofrece una amplia gama de
recursos y ejemplos de aplicacion relacionados con funciones reales. Khan Academy
es una plataforma educativa en linea que utiliza inteligencia artificial para
proporcionar lecciones interactivas y recursos complementarios. Los estudiantes
pueden acceder a tutoriales, ejercicios y ejemplos practicos que les ayudaran a

comprender y aplicar los conceptos relacionados con funciones reales.

Capitulo Il. Limites y continuidad:

Simulaciones interactivas: La inteligencia artificial, como "Desmos”
(https://www.desmos.com/), proporciona simulaciones interactivas que permiten a
los estudiantes explorar y comprender conceptos relacionados con limites y
continuidad. Desmos es una plataforma en linea que ofrece una calculadora grafica
interactiva y herramientas de visualizacion que ayudan a los estudiantes a
comprender y experimentar con diversas funciones y conceptos matematicos.
Asistencia en la resolucion de problemas: La inteligencia artificial, como
"Symbolab" (https://www.symbolab.com/), brinda asistencia en la resolucion de
problemas relacionados con limites y continuidad. Symbolab es una herramienta en
linea que utiliza inteligencia artificial para resolver problemas matematicos y
proporcionar explicaciones paso a paso. Los estudiantes pueden ingresar un
problema y recibir orientacion detallada sobre cémo abordarlo, lo que les permite
desarrollar habilidades de resolucion de problemas y superar obstaculos en su
comprension de limites y continuidad.

Tutoria virtual personalizada: La inteligencia artificial, como "Socratic"
(https://socratic.org/), ofrece tutoria virtual personalizada en el estudio de limites y
continuidad. Socratic es una plataforma educativa impulsada por inteligencia
artificial que proporciona explicaciones y respuestas a preguntas especificas sobre
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limites y continuidad, ayudando a los estudiantes a comprender los conceptos y
superar dificultades.

Herramientas de visualizacion de limites: La inteligencia artificial, como
"Mathway" (https://www.mathway.com/), ofrece herramientas de visualizacion
interactivas que ayudan a los estudiantes a comprender y explorar limites
matematicos.

Recursos adicionales y ejemplos de aplicacién: La inteligencia artificial, como
"Khan Academy" (https://www.khanacademy.org/), proporciona una amplia
variedad de recursos educativos y ejemplos de aplicacidn relacionados con limites y
continuidad. Khan Academy es una plataforma en linea que utiliza inteligencia
artificial para ofrecer lecciones interactivas y materiales complementarios. Los
estudiantes pueden acceder a tutoriales, ejercicios y ejemplos practicos que les

ayudaran a comprender y aplicar los conceptos de limites y continuidad.

Capitulo lll. Calculo diferencial:

Tutoria virtual personalizada: La inteligencia artificial, como "Socratic"
(https://socratic.org/), proporciona tutoria virtual personalizada en el estudio del
calculo diferencial. Socratic es una plataforma educativa impulsada por inteligencia
artificial que ofrece explicaciones paso a paso, ejemplos relevantes vy
retroalimentacion inmediata sobre los conceptos y problemas relacionados con el
calculo diferencial.

Resolucion automatica de problemas: La inteligencia artificial, como "Symbolab"
(https://www.symbolab.com/), puede resolver automaticamente problemas de
calculo diferencial. Symbolab es una herramienta en linea que utiliza inteligencia
artificial para resolver problemas matematicos y proporcionar soluciones detalladas.
Los estudiantes pueden ingresar un problema y obtener una respuesta paso a paso,
lo que les ayuda a comprender los conceptos y técnicas utilizados.

Recursos interactivos de aprendizaje: La inteligencia artificial, como "Wolfram
Alpha"  (https://www.wolframalpha.com/), ofrece recursos interactivos de
aprendizaje relacionados con el calculo diferencial. Wolfram Alpha es una
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herramienta en linea que utiliza inteligencia artificial para ofrecer respuestas y
explicaciones detalladas sobre una amplia gama de temas matematicos. Los
estudiantes pueden ingresar consultas relacionadas con el calculo diferencial y
recibir respuestas claras y concisas, junto con graficos y representaciones visuales.

Generacion automatica de ejercicios: La inteligencia artificial, como "Mathway"
(https://www.mathway.com/), puede generar automaticamente una variedad de
gjercicios y problemas relacionados con el calculo diferencial. Mathway es una
herramienta en linea que utiliza inteligencia artificial para generar problemas
matematicos y proporcionar soluciones paso a paso. Los estudiantes pueden
practicar con los ejercicios generados por Mathway para mejorar sus habilidades en
el calculo diferencial.

Comunidad en linea de apoyo: La inteligencia artificial, como "Math Stack
Exchange" (https://math.stackexchange.com/), brinda una comunidad en linea
donde los estudiantes pueden hacer preguntas y recibir respuestas de expertos en
calculo diferencial. Math Stack Exchange es un foro en linea donde los estudiantes
pueden plantear preguntas y obtener respuestas de una comunidad activa de

profesores y estudiantes de matematicas.

Capitulo IV. Calculo integral:

Resolucion automatica de integrales: La inteligencia artificial, como "Symbolab”
(https://www.symbolab.com/), tiene la capacidad de resolver integrales
automaticamente. Symbolab es una herramienta en linea que utiliza inteligencia
artificial para resolver problemas matematicos y proporcionar soluciones detalladas.
Los estudiantes pueden ingresar una integral y Symbolab les mostrara los pasos
necesarios para resolverla, lo que les ayuda a comprender los conceptos y técnicas
utilizados en el calculo integral.

Tutoria virtual personalizada: La inteligencia artificial, como "Socratic"
(https://socratic.org/), ofrece tutoria virtual personalizada en el estudio del calculo

integral. Socratic es una plataforma educativa impulsada por inteligencia artificial
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que proporciona explicaciones paso a paso, ejemplos relevantes y retroalimentacién
inmediata

Herramientas de visualizacion de integrales: La inteligencia artificial, como
"Desmos” (https://www.desmos.com/), ofrece herramientas interactivas de
visualizacion que permiten a los estudiantes explorar y comprender el calculo
integral. Desmos es una plataforma en linea que proporciona una calculadora
grafica interactiva y herramientas de visualizacién que ayudan a los estudiantes a
comprender y visualizar las integrales y las areas bajo las curvas.

Generacion automatica de ejercicios: La inteligencia artificial, como "Mathway"
(https://www.mathway.com/), puede generar automaticamente una variedad de
ejercicios y problemas relacionados con el calculo integral. Mathway es una
herramienta en linea que utiliza inteligencia artificial para generar problemas
matematicos y proporcionar soluciones paso a paso. Los estudiantes pueden
practicar con los ejercicios generados por Mathway para mejorar sus habilidades en
el caélculo integral y reforzar su comprensién de los conceptos.

Recursos adicionales y ejemplos de aplicacién: La inteligencia artificial, como
"Khan Academy" (https://www.khanacademy.org/), proporciona una amplia
variedad de recursos educativos y ejemplos practicos relacionados con el calculo
integral. Khan Academy es una plataforma en linea que utiliza inteligencia artificial
para ofrecer lecciones interactivas y materiales complementarios. Los estudiantes
pueden acceder a tutoriales, ejercicios y ejemplos practicos que les ayudaran a

comprender y aplicar los conceptos del calculo integral en diferentes contextos.

Como puede observarse, la inteligencia artificial ofrece una serie de facilidades clave

para favorecer la ensefianza-aprendizaje de los contenidos de los capitulos de este

libro. Estas facilidades incluyen tutoria virtual personalizada, generacidn automatica de

ejercicios y problemas, herramientas de visualizacién interactivas, resolucion

automatica de problemas y acceso a recursos adicionales y ejemplos de aplicacién.

A continuacién, se presenta un resumen de las ventajas que ofrece la inteligencia

artificial al proceso de ensefianza-aprendizaje de los contenidos del presente libro:
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Explicaciones claras y detalladas: CHATGPT puede proporcionar explicaciones claras
y detalladas sobre los conceptos y temas abordados en cada capitulo. Los
estudiantes pueden plantear preguntas o solicitar aclaraciones especificas, y
CHATGPT respondera con informacion relevante y comprensible. Esto ayuda a los
estudiantes a comprender mejor los conceptos y aclarar cualquier confusion que
puedan tener.

Resolucion de problemas y ejercicios: CHATGPT puede ayudar a los estudiantes a
resolver problemas y ejercicios relacionados con los contenidos de cada capitulo.
Los estudiantes pueden proporcionar los enunciados de los problemas y CHATGPT
puede guiarlos paso a paso a través del proceso de resolucidén, mostrando los
métodos y técnicas adecuados. Esto permite a los estudiantes practicar y fortalecer
sus habilidades en la resolucién de problemas, al tiempo que obtienen
retroalimentacion inmediata.

Recursos adicionales y referencias: CHATGPT puede proporcionar recursos
adicionales y referencias Utiles para ampliar el estudio de los contenidos de cada
capitulo. Puede sugerir libros, articulos, videos, sitios web u otras fuentes de
informacion relevantes que los estudiantes pueden explorar para profundizar en los
temas especificos. Esto enriquece el proceso de aprendizaje y brinda a los
estudiantes la oportunidad de acceder a diferentes perspectivas y enfoques.
Personalizacion y adaptabilidad: CHATGPT puede adaptarse a las necesidades y
estilos de aprendizaje individuales de los estudiantes. Puede proporcionar
explicaciones y ejemplos personalizados segun el nivel de conocimiento vy
comprensién del estudiante. Ademas, CHATGPT puede adaptar su enfoque de
enseflanza en funcién de las preferencias del estudiante, brindando un aprendizaje
mas personalizado y efectivo.

Disponibilidad y accesibilidad: CHATGPT esta disponible en linea las 24 horas del
dia, los 7 dias de la semana, lo que brinda a los estudiantes la flexibilidad de acceder

a su ayuda en cualquier momento y desde cualquier lugar. Esto facilita el proceso
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de aprendizaje, ya que los estudiantes pueden recibir asistencia instantanea sin

importar su ubicacion geografica o el horario en el que estén estudiando.

De este modo, la inteligencia artificial puede actuar como un compafiero de estudio
virtual que brinda explicaciones claras, resuelve problemas, proporciona recursos
adicionales y se adapta a las necesidades individuales de los estudiantes. Su
disponibilidad en linea y accesibilidad lo convierten en una herramienta valiosa para el

proceso de ensefianza-aprendizaje de los contenidos de cada capitulo del libro.

Al utilizar estas herramientas impulsadas por inteligencia artificial, los estudiantes
pueden mejorar su comprension de las funciones reales, limites y continuidad, calculo
diferencial y calculo integral, lo que les ayuda a desarrollar habilidades matematicas

solidas y a aplicar los conceptos de manera efectiva.
5.2 Tendencias de la didactica de la matematica en la educacion superior

La didactica de la matematica es una disciplina que se ocupa del estudio de los
métodos y estrategias de ensefianza de esta materia, asi como de la investigacion
sobre los procesos de aprendizaje de los estudiantes. Se enfoca en el estudio de cémo
transmitir eficazmente los conceptos, habilidades y aplicaciones de la matematica,
considerando las caracteristicas y necesidades de los estudiantes, asi como los

contextos educativos en los que se desarrolla el proceso de ensefianza y aprendizaje.

La didactica de la matematica busca promover un aprendizaje significativo y duradero,
fomentando el pensamiento critico, la resolucion de problemas y la capacidad de
aplicar los conceptos matematicos en diferentes situaciones. Para lograrlo, se vale de
diferentes enfoques, metodologias y recursos didacticos que se adaptan a las

caracteristicas de los estudiantes y al contexto educativo.

La relacién entre la didactica de la matematica y el proceso de ensefianza-aprendizaje
de esta disciplina es estrecha y fundamental. La didactica de la matematica proporciona
a los docentes herramientas y estrategias para planificar, desarrollar y evaluar las
actividades de ensefianza de manera efectiva. Esto implica seleccionar los contenidos
y los recursos adecuados, disefar situaciones de aprendizaje desafiantes y
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significativas, y utilizar estrategias de ensefianza que promuevan la participacion activa

de los estudiantes y su construccion del conocimiento.

La didactica de la matematica también se preocupa por la identificacion y comprension
de las dificultades y obstaculos que los estudiantes pueden enfrentar al aprender
matematicas. A través de la investigacion y el analisis de los errores y las concepciones
errbneas mas comunes, se busca desarrollar intervenciones pedagodgicas que ayuden
a los estudiantes a superar estas dificultades y a construir una comprension sélida de

los conceptos matematicos.

Ademas, la didactica de la matematica promueve el uso de enfoques pedagdgicos
innovadores que se adaptan a las necesidades y caracteristicas de los estudiantes. Esto
implica utilizar estrategias de ensefianza activas, como el aprendizaje basado en
proyectos, el uso de tecnologia educativa y la colaboracién entre pares. Estos enfoques
buscan involucrar a los estudiantes de manera activa en su propio aprendizaje,

fomentando su motivacién, curiosidad y capacidad de autogestion.

Sobre la base de estos aspectos presentados, a continuacion, se presentan las diez
tendencias importantes en la didactica de la matematica en la educacién superior que

buscan mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje de esta disciplina:

1. Aprendizaje activo: esta tendencia promueve que los estudiantes sean
participantes activos en su aprendizaje. En lugar de ser receptores pasivos de
informacion, se les alienta a involucrarse en actividades practicas, resolucion de
problemas y discusiones en clase. El aprendizaje activo fomenta el pensamiento
critico, la creatividad y el razonamiento matematico.

2. Uso de la tecnologia: la tecnologia desempefia un papel crucial en la ensefianza
y el aprendizaje de la matematica. El uso de software interactivo, aplicaciones
moviles, simulaciones y herramientas en linea permite a los estudiantes explorar
conceptos matematicos, visualizar problemas y acceder a recursos adicionales. La
tecnologia también facilita la comunicacion y colaboracion entre estudiantes y

profesores.
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Aprendizaje basado en proyectos: el aprendizaje basado en proyectos involucra
a los estudiantes en la resolucién de desafios y problemas matematicos del mundo
real. En lugar de centrarse Unicamente en la teoria, se les presenta situaciones
auténticas que requieren la aplicacion de conceptos y habilidades matematicas.
Esto fomenta la transferencia de conocimiento y desarrolla la capacidad de
solucionar problemas en contextos reales.

Evaluacion formativa: la evaluacion formativa se enfoca en proporcionar
retroalimentacién continua y especifica durante el proceso de aprendizaje. En lugar
de centrarse solo en las calificaciones finales, se brinda a los estudiantes
comentarios oportunos sobre su desempefio y se les ofrece oportunidades para
mejorar. La evaluacion formativa ayuda a los estudiantes a identificar y corregir
errores, fortaleciendo su comprension y dominio de los conceptos matematicos.
Personalizacion del aprendizaje: cada estudiante tiene fortalezas, debilidades y
ritmos de aprendizaje diferentes. La personalizacién del aprendizaje implica
adaptar la ensefanza y los recursos a las necesidades individuales de los
estudiantes. Las tecnologias educativas, como los sistemas adaptativos, pueden
proporcionar a los estudiantes actividades y materiales especificos para su nivel y
estilo de aprendizaje, lo que promueve un aprendizaje mas efectivo y significativo.
Aprendizaje colaborativo: el aprendizaje colaborativo fomenta el trabajo en
equipo Yy la interaccién entre los estudiantes. Al trabajar juntos para resolver
problemas matematicos, discutir ideas y explicar conceptos, los estudiantes
pueden construir su conocimiento de manera mas profunda. La colaboracién
también desarrolla habilidades sociales y de comunicacion, que son valiosas tanto
en el ambito académico como en el profesional.

Enfoque en la resoluciéon de problemas: la resolucién de problemas es una
habilidad esencial en matematicas. Esta tendencia se centra en ensefar a los
estudiantes cobmo abordar y resolver problemas matematicos de manera efectiva.
Se les ensefia a analizar el problema, identificar la informacion relevante, aplicar

estrategias de resolucién vy justificar sus respuestas. La resolucién de problemas
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fomenta el pensamiento critico y la aplicacion practica de los conceptos
matematicos.

Uso de la modelizacion matematica: la modelizacién matematica implica
representar situaciones del mundo real mediante ecuaciones, graficas u otros
modelos matematicos. Esta tendencia busca ensefiar a los estudiantes como
utilizar las matematicas para entender y describir fenémenos del mundo real. La
modelizacion matematica desarrolla la capacidad de aplicar los conceptos vy
herramientas matematicas en contextos practicos y fortalece la conexion entre las
matematicas y otras disciplinas.

Ensefianza basada en la indagacion: la ensefianza basada en la indagacion
promueve que los estudiantes descubran y construyan su conocimiento
matematico a través de la exploracién y la investigacion. En lugar de simplemente
recibir informacion, se les plantean preguntas y se les desafia a explorar, analizar y
encontrar soluciones por si mismos. Esto fomenta la curiosidad, la autonomia y el
pensamiento critico en el aprendizaje de la matematica.

Desarrollo de competencias transversales: ademas de adquirir conocimientos
matematicos, se reconoce la importancia de desarrollar habilidades vy
competencias transversales en los estudiantes. Estas competencias incluyen el
pensamiento critico, la resolucion de problemas, la comunicacion efectiva, el
trabajo en equipo y el pensamiento analitico. La didactica de la matematica en la
educacion superior busca integrar estas competencias en el proceso de
ensefanza-aprendizaje, preparando a los estudiantes para enfrentar los desafios

académicos y profesionales en un entorno global y cambiante.

Estas tendencias en la didactica de la matematica en la educacion superior tienen como

objetivo mejorar el proceso de enseflanza-aprendizaje de la matematica, fomentando un

aprendizaje activo, significativo y contextualizado. Al centrarse en la resolucion de problemas,

el uso de la tecnologia, la colaboracién, la personalizacion del aprendizaje y el desarrollo de

competencias transversales, se busca preparar a los estudiantes para enfrentar los desafios

matematicos del mundo real y promover un mayor interés y comprension en esta disciplina.
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SOLUCION A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

Capitulo |

Respuestas:

1. Funcion Lineal:

a) La ecuacion de la recta es f(x) = -2x + 1.

b) La funcién f(x) = -3x + 4 es una funcion lineal decreciente.

c) El valor de x para el cual f(x) = 2x - 3 es igual a cero es x = 1.5.
2. Funcion Cuadratica:

a) El vértice de la parabola es (-1, -4).

b) La funcidn g(x) = -x? + 4x - 1 tiene un maximo.

c) Los ceros de la funcién h(x) = 2x> - 5x + 3sonx = 1y x = 1.5.
3. Funcion Modular:

a) El valor de x para el cual f(x) = [x - 2| esiguala3 esx =5y x = -1.
b) La funcion g(x) = |2x + 1| es una funcién modular impar.

c) La gréfica de la funcion h(x) = |x + 1| - 2 es una "V" invertida desplazada una unidad

hacia la izquierda y dos unidades hacia abajo.

4. Funcién Exponencial:

a) El valor de x en la ecuacién 2% = 4 es x = 5.

b) La funcion f(x) = 3** 2 es una funcién exponencial creciente.
¢) f(2) para la funcion g(x) = 5% es igual a 25.

5. Funcion Potencial:

a) El valor de x en la ecuacion 2* = 16 es x = 4.

b) La funcién f(x) = x3 es una funcién potencial inyectiva.
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c) f(4) para la funcién g(x) = 3% D es igual a 9.

Capitulo I
Respuestas

1. La funcién f(x) es una funcién cuadratica y, por lo tanto, es continua en todos los
ndmeros reales, pues cada punto real pertenece al dominio de la funcion, existe el
limite de la funcién en cada punto real y el valor del limite es igual a la funcién evaluada
en dicho valor. Por lo tanto, la funcion f(x) es continua en todo su dominio, que es el

conjunto de todos los niUmeros reales.

2. Aplicando el limite fundamental algebraico se obtiene:

X
lim (—) lim (1+ ) =[ lim [(1+ )3]

X—e X — o X —

3

3. Aplicando el limite fundamental algebraico se obtiene:

fim (14 **5 = lim [(1+ )X*(1+ 1=
X—>0 X

X —

= lim (1+ ) xI|m(1+ ) =e*l=e

X—>©0

4. Aplicando el limite fundamental trigonométrico se obtiene:

. sen2v . 2sen2v . . sen2v
lim = lim = |lim 2* lim =2*1=2
v—0 Vv v—0 2v v—0 v—0 2v
5.
¢
\».
e T
\
|1
Seaa#1 entonces 11m f(x) = hm— =L
ax—1 a—1
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Luego, f(x) es continuaena#1=Vx#1 f(x) es continua.

Seax =1 entonces lim f(x) = lim l=—w y lim f(x) = lim l-w
x—>1" Xx—-1" X x-1t x-1t X

Luego, f(x) no tiene limite en x =1 y por lo tanto no es continua en este punto.

Se concluye que f(x) es continua Vx # 1 y discontinuaenx =1

6.

7 “\
=

. . x—1 a—-1
Seaa#0 entonces limf(x) = lim— =—
X—a x—a X a

Luego, f(x) es continua ena # 0 = Vx # 0 f(x) es continua.

. . ox—1 . . ox—1
Seax=0 entonces lim f(x) = lim =— =00 y lim f(x) = lim -
x—0~ Xx-0" X x-0% x-0t X

Luego, f(x) no tiene limite en x = 0 y por lo tanto no es continua en este punto.

Se concluye que f(x) es continua Vx # 0 y discontinua enx =0

Capitulo Il
Respuestas

1.

a)y' = 2vVx + (2/Vx) — 3/(2xx)

oy =1(+4)
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Q) =
;5

d) y (2x+1)2
, x%(3-x2)

&)Y = a)y

) 2x%42x

9y = (1+2x)2

h)g'(t) = —12t(t* + 1)

. ’ _ 1
) F'(2) = z+D(z-1

d) lim xlnx =10
0+

X—
e) lim x* =1

x—-0t

f)limln—x=0

x—00 VX
) Jim (x —Inx) = o
3. Valor maximo absoluto: f(4) = 17
Valor minimo absoluto: f(2) = — 3
4. Sean xyy la profundidad y el ancho del campo (en pies). Entonces el area expresada

en términos de xyyes: A =xy
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Para poder expresar A en funcidn de una sola variable se usa la informacién dada en

que la longitud de la cerca es de 2400 pies. Por eso:
2x +y = 2400

A partir de la ecuacion y = 2400 — 2x se obtiene que
A = x (2400-2x) = 2400 x — 2x°

De modo que la funcion que se quiere maximizar es:
A(x) =2400x-2x> 0<x <1200

A'(x) =2400-4x =0 = x =600

A”"(x) =-4 <0 = x =600 es un maximo absoluto.

Respuesta: el campo rectangular debe tener 600 pies de profundidad y 1200 pies de

ancho.

Capitulo IV

Respuestas

1. Para calcular esta integral podemos hacer el cambio de variables
u = mx

Entonces,

du = mdx y se tiene que

—cosmx

+C

[ sen(mx) dx = fisen udu = i(—cosu) +C=

b) Para calcular esta integral podemos hacer el cambio de variables u = x + a, de donde

du = dx

X = [®=Inlul + C=Inlx +al + C

X+a

c) Observamos que con el cambio de variables u = x2 + a2,
du = 2xdx
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la integral se convierte en

f xdx 1 rdu
x2+a2 2

2 Y= 2lnul + C= = In(x2+a?) + C
u 2 2

puede calcularse con el cambio de variable u = @(x) mediante la funcién logaritmica;

en efecto, para este cambio de variable se tiene du = ¢'(x)dx, luego

f%dx=f%=lnlul+(:=ln|(p(x)|+C

2.

3
a) [x**In(x) dx = —X;+ §x31nx+c

b) [x? cos(x) dx = 2x cos (x) + (—2 + x2) sen(x)

¢) Je* cos(x) dx = > eX(cos(x) + sen(x))+c
d) [(Inx)? dx = 2x — 2xInx + x(Inx)? + ¢

3.

6

b) [(y* - y? +1)dy = 1661/12

5

I
C) ISsenZdz: 6
0

4
d) j(x&—lxﬁﬁjdx: = +32%/3 = 6,679
1

€) ff(ﬁ+i)dx:\/5

f) fle G + xz) dx = 93;2

rl " (1 5
A= | (2x —2x")dx =2 ' (x — x3)dx
W0 Wi

2 SR l
—_ Y| —— - = —— —
‘1277 3), X273/ 3
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ANEXO
Funcion seno: sen(x)

Dominio: El dominio de la funcién seno es el conjunto de todos los nimeros reales, es

decir, (-0, ).

Imagen: La imagen de la funcién seno esta en el rango [-1, 1], es decir, la funcién

puede tomar cualquier valor entre -1y 1.

Ceros: La funcion seno tiene infinitos ceros. Algunos ceros conocidos son T, 2T, 3T,

etc.

Observacion: La funcién seno es una funcién periddica con un periodo de 2m. Esto

significa que su grafico se repite cada 21 unidades en el gje x.

Inyectividad: La funcidén seno no es inyectiva, ya que hay multiples valores de x que

pueden dar el mismo valor de sen(x). Por ejemplo, sen(0) = sen(2m) = 0.

Sobreyectividad: La funcidn seno es sobreyectiva, ya que para cada valory en el rango

[-1, 1], hay al menos un valor x en el dominio tal que sen(x) =y.
Biyectividad: La funcién seno no es biyectiva debido a su falta de inyectividad.

Intervalos de monotonia: La funcion seno es creciente en el intervalo [0, 1] y

decreciente en el intervalo [m, 21]. Luego se repite cada 21 unidades.

Grafico: (intervalo principal)

Funcioén coseno: cos(x)
Dominio: El dominio de la funcion coseno es el conjunto de todos los nimeros reales,
es decir, (-0, o).
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Imagen: La imagen de la funcidén coseno esta en el rango [-1, 1], es decir, la funcion

puede tomar cualquier valor entre -1y 1.

Ceros: La funcién coseno también tiene infinitos ceros. Algunos ceros conocidos son

0, i, 2m, etc.

Observacion: La funcidon coseno también es una funcion periddica con un periodo de

21. Su grafico se repite cada 21 unidades en el eje x, al igual que la funcién seno.

Inyectividad: Al igual que la funcidn seno, la funcion coseno no es inyectiva, ya que

hay multiples valores de x que pueden dar el mismo valor de cos(x).

Sobreyectividad: La funcion coseno es sobreyectiva, ya que para cada valor y en el

rango [-1, 1], hay al menos un valor x en el dominio tal que cos(x) =y.
Biyectividad: La funcién coseno no es biyectiva debido a su falta de inyectividad.

Intervalos de monotonia: La funcion coseno es decreciente en el intervalo [0, 1] y

creciente en el intervalo [, 2mt]. Luego se repite cada 21 unidades.

Grafico: (intervalo principal)
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Identidades trigonométricas fundamentales

Las identidades trigonométricas fundamentales son un conjunto de relaciones
matematicas que conectan las diferentes funciones trigonométricas entre si. Estas
identidades son ampliamente utilizadas en el calculo y la resolucién de problemas

trigonométricos.

A continuacion, se presentan las identidades trigonométricas fundamentales:
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|dentidades reciprocas:

= ¢sc(x) = 1/sen(x)

= sec(x) = 1/cos(x)

= cot(x) = 1/tan(x)
|dentidades pitagoricas:

"  sen?(x) + cos?(x) = 1

= 1+ tan?(x) = sec?(x)

= 1+ cot?(x) = csc?(X)
|dentidades de angulo medio:

= sen(2x) = 2sen(x)cos(x)

" cos(2x) = cos?(x) — sen?(x) = 2cos?(x) — 1 = 1 — 2sen?(x)

= tan(2x) = 2tan(x)/(1 — tan®(x))
|dentidades de suma y resta:

= sen(x £ y) = sen(x)cos(y) £ cos(x)sen(y)

= cos(x = y) = cos(x)cos(y) + sen(x)sen(y)

* tan(x = y) = (tan(x) £ tan(y))/(1 + tan(x)tan(y))
Identidades de angulo doble:

= sen(2x) = 2sen(x)cos(x)

" cos(2x) = cos?(x) — sen?(x)

= tan(2x) = (2tan(x))/(1 — tan?(x))
Identidades de angulo mitad:

= sen(x/2) = +V[(1 = cos(x))/2]

= cos(x/2) = =V[(1T + cos(x))/2]

= tan(x/2) = £V[(1 - cos(x))/(1 + cos(x))]
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